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第 2 版 前 言 


本 书 从 2006 年 出 版 以 来 ， 经 有 关 院 校 使 用 ， 受 到 了 广大 教师 和 学 生 的 欢迎 。 为 适应 
我 国 不 断 发 展 的 科学 技术 和 生产 建设 的 需要 ， 更 好 地 开展 教学 ， 满 足 广 大 学 生 学 习 的 
求 ， 我 们 通过 5 年 的 教学 实践 ， 根 据 很 多 老师 和 学 生 的 宝贵 意见 和 建议 ， 对 本 书 第 1 版 进 
行 了 修订 。 

本 版 仍 保留 前 一 版 的 风格 和 体系 ， 坚 持 理论 严谨 、 敢 辑 清晰 、 由 浅 入 深 的 原则 。 静 力 
学 部 分 第 1 一 2 章 、 运 动 学 部 分 第 5—8 章 进 行 了 重新 编写 ; 新 增 了 部 分 例题 、 习 题 ， 增 加 
了 部 分 图 片 ， 图 文 并 茂 ， 更 有 利于 理解 和 掌握 基本 概念 、 理 论 和 方法 ; 将 第 1 版 的 第 2 T 
平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 、 第 3 章平 面 任意 力 系 合并 为 现在 的 第 2 章平 面 力 系 ， 结 构 更 
加 紧凑 ;全书 的 版 式 进行 了 全 新 的 编排 ， 每 章 前 都 设 有 教学 目标 、 教 学 要 求 ， 教 学 要 求 分 
































为 知识 要 点 、 能 力 要 求 和 相关 知识 ,增加 了 基本 概念 、 引 例 ， 章 后 加 了 小 结 ， 便 于 读者 
自学 。 


本 书 由 张 俊 产 教授 (绪论 、 第 3 一 4 章 、 第 9 一 12 章 ) 和 赵 荣 国 副教授 主编 (第 1 一 2 章 、 
第 5 一 8 章 )， 康 颖 安 副教授 参 编 (第 13—14 章 )。 

本 书 编写 人 员 长 期 担任 理论 力学 的 教学 工作 ， 书 中 融合 了 多 年 的 教学 经 验 与 体会 ， 是 
集体 智慧 的 结晶 。 但 由 于 水 平 有 限 、 时 间 仓 促 、 不 受 之 处 在 所 难免 ,衷心 希望 广大 读者 批 
评 指 正 。 


编 者 
2011 年 9 月 


理论 力学 是 现代 工程 技术 的 基础 ， 是 高 等 学 校 各 工科 专业 一 门 重要 的 技术 基础 课 ， 





第 1 版 前 言 














在 许多 工程 技术 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 其 重要 性 不 言 而 喻 。 通 过 学 习 ， 要 求学 生 掌 握 质 
点 、 质 点 系 和 刚体 机 械 运 动 (包括 平衡 ) 的 基本 规律 和 研究 方法 ， 学 会 应 用 理论 力学 的 理论 
和 方法 分 析 、 解 决 一 些 简单 的 工程 实际 问题 ;同时 培养 学 生 建立 力学 模型 的 初步 能 力 和 辩 





证 唯物 主义 的 世界 观 。 








本 书 是 根据 全 国 高 等 学 校 土木 工程 专业 指导 委员 会 2001 年 11 月 制定 的 土木 工程 专业 
本 科 培 养 目 标 组 织 编写 的 ， 包含 静 力 学 
学 一 一 研究 运动 物体 的 几何 性 质 ( 如 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 ); 动力 学 一 一 研究 作用 于 物体 
上 的 力 与 运动 变化 之 间 的 关系 共 三 部 分 内 容 。 在 沿用 传统 体系 的 基础 上 ， 对 部 分 内 容 进行 
了 精简 ， 加 强 了 与 专业 及 工程 应 用 相 结 合 ， 强 调 实 用 性 。 内 容 安排 上 ， 由 浅 入 深 、 循序 浙 
进 。 章 前 有 教学 提示 和 教学 要 求 ， 章 后 有 大 量 精 选 习题 ， 附 有 答案 ,便于 教学 和 自学 。 本 























研究 物体 平衡 时 作用 力 之 间 的 关系 ; 运动 











教材 适用 于 中 、 少 学 时 (60 一 80 学 时 ) , 少 学 时 可 根据 需要 取舍 。 

本 书 由 湘潭 大 学 张 俊 彦 担任 第 一 主编 ， 江 西 科技 师范 学 院 黄 宁 宁 担 任 第 二 主编 ， 长 江 
大 学 蒋 元 平 、 南 昌 工 程 学 院 徐 春 艳 担任 副 主 编 ， 参 编 的 有 山西 大 学 刘 安 、 洪 彩霞 ， 湖 南 工 
程 学 院 康 颖 安 、 江 西 科技 师范 学 院 段 朝 程 。 具 体 分 工 如 下 ， 张 俊彦 编写 第 12、13 章 和 全 
书 统 稿 ， 黄 宁 宁 编写 绪论 、 第 2、5 章 ; 将 元 平 编写 第 10、11 章 ; 徐 春 艳 编写 第 8、9 章 ; 
刘 宏 编写 第 3、4 章 ; 洪 彩霞 编写 第 6、7 章 ; 康 颖 安 编写 第 14、15 章 ; 段 朝 程 编写 第 




















1 章 。 














全 书 由 湘潭 大 学 张 淳 源 教授 主 审 。 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,湘潭 大 学 张 平 教 授 提 出 了 许 


多 宝贵 意见 ， 特 此 致谢 。 





本 书 编写 人 员 长 期 担任 理论 力学 的 教学 工作 ， 书 中 融合 了 多 年 的 教学 经 验 与 体会 ， 是 


集体 智慧 的 结晶 。 但 由 了 





评 指正 。 





F 水 平 有 限 ， 时 间 仓 促 ， 不 妥 之 处 在 所 难免 ,衷心 希望 广大 读者 批 


编 者 
2005 年 9 月 


静 力学 


静 力 学 基本 概念 …… 
1.1.1 刚体 
1.1.2 力 的 概念 …* 


公理 和 受 力 分 析 

















1.1.3 力 的 分 类 …… 6 
1.1.4 HA 7 
静 力 学 公理 7 
约束 和 约束 反 力 41 
物体 的 受 力 分 析 和 受 力图 еее 15 





гә 


гә 


Ж е 25 





А 26 
2.1.1 平面 汇 交 力 系 合成 的 
26 


几何 法 es 
1.2 平面 汇 交 力 系 平衡 的 
几何 条 件 27 
2.1.3 平面 汇 交 力 系 合成 的 
2.1.4 平面 汇 交 力 系 平衡 的 
解析 条 件 
力 对 点 之 矩 和 平面 力 偶 
221 HI AZE 
2.2.2 合力 矩 定理 
2.2.3 JEMBE 
2.2.4 平面 力 偶 系 的 合成 与 
平衡 条 件 *....... 
平面 一 般 力 系 的 简化 


гә 























第 3 


гә 
өз 
w 


力 的 平移 定理 КЕЕ 
平面 任意 力 系 向 作用 

面 内 一 点 简化 ЕО 
平面 一 般 力 系 的 简化 

结果 分 析 
平面 一 般 力 系 的 合力 矩 
да o 
























2.4 ,平面 = 般 力 系 的 平 
平衡 方程 1 
2.4.1 平面 一 般 力 系 平衡 的 
2.4.2 平面 一 般 力 系 的 平衡 
方程 5 
2.4.3 平面 平行 力 系 的 平衡 
方程 147 
2.5 物体 系统 的 平衡 。 静 定 和 超 静 定 


问题 КОИСО 
2.6 PREMII Р JH E 


26.1 
2.6.2 
Ама 





节点 法 








== 





E = ecer 69 
3.1 空间 汇 交 力 系 70 
3.1.1 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 

ПИ Ае 70 
3.1.2 талаққа 
平衡 … 
3.2 ЛАН ЯН ее” 
321 空间 力 系 中 力 对 点 之 矩 
的 矢量 表示 1 
3.2.2 | ЖӨНІН Н … 74 





| 
ЙІ, awam 




































3.2.3 力 对 点 之 矩 与 力 对 通过 5.2.2 点 的 速度 … 
该 点 的 轴 之 矩 间 的 关系 e 75 5.2.3 点 的 加 速度 pv 120 
3.3 空间 力 偶 。，。，…，……”。  .“ 75 5.3 自然 轴 系 法 “ееееееееее- 125 
3.3.1 空间 力 偶 的 等 效 定理 +... 75 5.3.1 点 的 运动 方程 ”125 
3.3.2 空间 力 偶 系 的 合成 与 53.2 ARMA ooeeeeene 126 
平衡 +° 77 5.3.3 点 的 速度 еее-ес-ееее 127 
3.4 空间 任意 力 系 向 一 点 的 简化 ， 5.3.4 点 的 加 速度 和 127 
ЕЕЕ: ООВ 74 5.3.5 点 作 匀 速 和 匀 变 速 曲线 
3.5 空间 任意 力 系 的 简化 结果 运动 的 情形 oss 129 
分 析 “ семеен 79 5.4 点 的 速度 和 加 速度 在 柱 坐标 和 
3.6 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 “81 极 坐标 中 的 投影 + 133 
3.7 重心 tetetete 。85 5.4.1 点 的 运动 方程 venene 133 
本 章 小 结 5.4.2 点 的 速度 在 柱 坐 标 和 
思考 题 极 坐标 中 的 投影 ененнен 133 
хы. 5.4.3 点 的 加 速度 在 柱 坐 标 和 
极 坐 标 中 的 投影 (es 135 
第 4 章 摩擦 … 98 5.5 点 的 速度 和 加 速度 在 球 坐标 中 
Al HIRR сееееееееееееееее нее. 99 k аи 136 
4.1.1 静 滑动 摩擦 力 与 静 滑 动 зе е о 138 
ет о) 99 55.2 i Ін 
еи 22: 人 Р 
и 2. ы 5.5.3 点 的 加 速度 在 球 坐 标 中 
А 的 投影 oo 137 
4.2 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 ………… 101 іш 
4.3 ”摩擦 角 与 自 锁 现象 104 
4.3.1 摩擦 角 104 
4.3.2 自 锁 现象 eere 105 





-106 ”第 6 章 刚体 的 简单 运动 …………… 143 


61 刚体 的 平行 移动 ereere 144 
6.2 刚体 绕 定 轴 的 转动 





4.3.3 ”摩擦 角 的 应 用 
4.4 ЕЗІНІН 
本 章 小 结 








өлі 转动 方程 ееееееее» 146 
6.2.2 刚体 转动 的 角速度 5” 147 
6.2.3 刚体 转动 的 角 加 速度 ……… 147 
6.2.4 





刚体 作 匀 速 转动 和 匀 变 速 
转动 的 情形 … . 




















5“ е .3 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 
5.1.2 点 的 速度 118 талды 
5.1.3 点 的 加 速度 …………………… 118 
5.2 直角 坐标 法 119 А 
5.2.1 点 的 运动 方程 ` 119 6.3.2 刚体 内 一 点 的 速度 Q... 149 





EY 





6.3.3 刚体 内 一 点 的 加 速度 
а 153 








6.4.1 齿轮 传动 153 

6.4.2 皮带 轮 传动 ， 154 
6.5 角速度 和 角 加 速度 、 速 度 和 

加 速度 的 表示 o 155 





6.5.1 以 矢量 表示 角速度 和 
角 加 速度 ее-ез-еее- 156 
6.5.2 ARERR 
加 速度 “ 
本 章 小 结 pp 





点 的 速度 和 











7.1 点 的 合成 运动 的 概念 164 
%% 167 





7.3 牵连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 

合成 定理 УО 169 
连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 

合成 定理 














172 
T 5 “178 
47178 
5179 
ж 刚体 的 平面 运动 185 





8.1 刚体 平面 运动 概述 和 运动 
分 解 … 
8.1.1 刚体 平面 运动 的 概念 
8.1.2 刚体 平面 运动 的 运动 



























方程 ПИОН 186 
8.1.3 ”刚体 平面 运动 的 分 解 …… 187 
8.1.4 基点 的 选择 esesssss....... 188 
8.2 求 平面 图 形 内 各 点 速度 的 
基点 法 …… 189 
8.3 求 平面 图 形 内 各 点 速度 的 
瞬 心 法 192 
8.4 用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 的 
加 速度 … ... .. 195 
本 章 小 结 199 























第 9 章 质点 动力 学 基本 方程 eve 205 
9,1 惯性 坐标 系 定义 44444... ла... . 206 
92 ЖЕН еебеееееееееегеенееее 206 
9.3 ”质点 运动 微分 方程 сесееее” 207 
94 质点 动力 学 两 类 问题 的 应 用 +° 208 
9.5 动力 学 建 模 方法 要 点 voeeen 211 
本 章 小 结 аөзбевеваегтезавегевававезгвенене 212 





10.1 
10.2 
10.3 质量 中 心 





质心 运动 定理 223 





11.1 转动 惯量 
11.1.1 刚体 对 轴 的 转动 惯量 … 233 











11. 1.2 АИ еее 236 

11.1.3 惯性 积 与 惯性 主轴 ° 237 
11.2 шн … 

11.2.1 Машан еө-ееене 238 

11.2.2 质点 系 的 动量 矩 239 

11.2.3 刚体 的 动量 矩 0... 240 
11.3 动量 矩 定理 

11.3.1 质点 的 动量 矩 定理 +... 240 

11.3.2 质点 系 的 动量 矩 定理 … 241 

11.3.3 动量 矩 守 便 定理 s. 243 


11.4 ”刚体 绕 定 轴 转动 的 微分 方程 5 244 
11.5 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 


定理 EE 245 
П.5.1 质点 系 相 对 质心 的 
ЕН askaswasyyysswass 245 





| 
ШЕ, өзі» 








11.5.2 质点 系 相对 于 质心 的 13.3 刚体 惯性 力 系 的 简化 “ 
动量 矩 定理 ЕЕС 246 13.4 绕 定 轴 转 动 的 刚体 轴承 动 
11.6 刚体 平面 运动 微分 方程 *€ Б” ызы 











本 章 小 结 























12.1 HAJI нине 259 14.1 约束 НИН) 和 305 

12.2 动能 262 14.1.1 约束 与 约束 方程 o 305 
12. 2.1 质点 与 质点 系 的 动能 7 262 14.1.2 虚 位 移 307 
12.2.2 刚体 的 动能 nn 262 14.1.3 ШО) 307 

12.3 动能 定理 ИИО 264 14.2 虚 位 移 原 理 308 

12.4 功率 、 功 率 方程 、 机 械 效率 270 14.3 НИЕ)” хаф “31 

12.5 势力 场 、 势 能 、 机 械 能 守恒 e 273 М.4 以 广义 坐 ` 

12.6 综合 应 用 276 条 件 。 “81 











本 章 小 结 52279 本 章 小 结 
314 
зм 
318 
: 惯性 力 ， 质 点 的 达 朗 伯 原 理 … 2 
13.1 惯性 力 ， 质点 的 达 朗 伯 原 理 288 WRB PEGER е 本 
13.1.1 惯性 为 есесеееее 288 
К 点 的 达 朗 伯 原 理 ………* 86 
13.1.2 质点 的 达 朗 伯 原 理 289 ЕТ erener 381 


13.2 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 和 291 





(Is 
1 = all 





Ш заа 


1. 理论 力学 的 研究 对 象 
理论 力学 是 研究 物体 机 械 运动 一 般 规律 的 一 门 学 科 。 所 谓 机 械 运动 是 指 物体 的 空间 位 
置 随 时 间 的 变动 ， 例 如 天 体 的 运行 ， 车 辆 、 船 只 的 行驶 ， 各 种 机 器 的 运转 ， 空 气 、 河 水 的 
流动 ， 等 等 。 平衡 则 是 机 械 运动 的 特殊 情况 。 
现代 哲学 指出 ， 运 动 是 物质 存在 的 形式 ， 是 物质 的 固有 属性 ， 它 包括 宇宙 中 所 发 生 的 
一 切 变化 与 过 程 。 因此， 物质 的 运动 形式 是 多 种 多 样 的 。 除 机 械 运动 外 ， 物 理 中 的 发 热 、 
发 光 和 电磁 现象 ， 化 学 中 的 化 合 与 分 解 ， 以 及 人 的 思维 活动 ， 等 等 都 是 物质 的 运动 形式 。 
在 多 种 多 样 的 运动 形式 中 ,机 械 运 动 是 自然 界 和 工程 中 最 常见 、 最 简单 的 一 种 。 而 在 更 为 
高 级 和 复杂 的 运动 中 ， 往 往 也 会 伴随 着 机 械 运动 。 所 以 ， 理 论 力学 的 概念 、 规 律 和 方法 在 
一 定 程度 上 也 被 应 用 于 自然 科学 的 其 他 领域 中 ， 对 它们 的 发 展 起 到 了 积极 的 作用 。 
理论 力学 所 研究 的 内 容 是 以 伽利略 和 牛顿 所 建立 的 基本 定律 为 基础 的 ， 属 于 古典 力学 
范畴 。 在 全 部 科学 中 ,古典 力 学 最 能 成 功 地 把 来 自 经 验 的 物理 理论 ， 系 统 地 表达 成 数学 提 
象 的 简明 形式 (定律 )， 从 而 在 一 定 程度 上 奠定 了 科学 大 厦 的 基础 。 这 些 定律 就 是 理论 力学 
课程 的 科学 根据 。 尽 管 在 20 世纪 初 ， 由 于 物理 学 的 重大 发 展 ， 产 生 了 相对 论 力学 和 量子 
力学 ,证 明 古 典 力学 的 定律 不 适用 于 物体 运动 速度 接近 于 光速 的 情况 ， 也 不 适用 于 微观 粒 
子 的 运动 。 但 在 一 般 工程 实际 问题 中 即使 是 一 些 尖 端 技术 如 火 入、 宇宙 航行 等 ， 我 们 研 
究 的 也 还 是 宏观 物体 的 低速 (与 光速 上 比较) 运动 ， 古 典 力学 仍然 是 既 方 便 义 足够 精确 的 理 
论 , 一 直 未 失去 其 应 用 价值 。 

为 了 便于 人 研究， 理论 力学 通常 分 为 以 下 三 部 分 。 

静 力 学 一 一 研究 物体 平衡 时 作用 力 之 间 的 关系 。 

运动 学 一 一 研究 运动 物体 的 几何 性 质 (如 轨迹 速度 和 加 速度 等 )， 而 不 考虑 作用 于 物 
体 上 的 力 。 

动力 学 一 和 = 研究 作用 于 物体 上 的 力 与 运动 变化 之 间 的 关系 。 

2 理论 力学 的 研究 方法 

任何 一 门 科学 的 研究 方法 都 不 能 离开 认识 过 程 的 客观 规律 ， 理 论 力学 也 毫 不 例外 。 概 
括 地 说 ， 理 论 力学 的 研究 方法 是 从 对 事物 的 观察 、 实 践 和 科学 实验 出 发 ， 经 过 分 析 、 综 合 
归纳 和 抽象 化 ， 建 立 力学 模型 ， 形 成 力学 最 基本 的 概念 和 定律 ; 在 基本 定律 的 基础 上 ， 经 
过 逮 辑 推理 和 数学 演绎 ， 得 出 具有 物理 意义 和 实用 意义 的 结论 和 定理 ， 从 而 将 通过 实践 得 
来 
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的 大 量 感性 认识 上 升 为 理性 认识 ， 构 成 力学 的 理论 体系 ; 然后 再 回 到 实践 中 验证 理论 的 
: 确 性 ， 并 在 更 高 的 水 平 上 指导 实践 ， 同 时 从 这 个 过 程 中 获得 新 的 材料 、 新 的 认识 ， 再 进 
一 步 完 善 和 发 展 理论 力学 。 
理论 力学 有 着 严密 的 逻辑 系统 ， 它 与 数学 的 关系 非常 密切 ， 数 学 不 仅 是 推理 的 工具 ， 
同时 也 是 计算 的 工具 。 力 学 现象 之 间 的 关系 总 是 通过 数量 表示 的 。 因 此 ， 计 算 技术 在 力学 
的 应 用 和 发 展 上 有 巨大 的 作用 。 现 代 电 子 计算 机 的 出 现 ， 为 计算 技术 在 工程 技术 问题 中 的 
应 用 开辟 了 广阔 的 前 景 ， 大 大 促进 了 数学 在 力学 中 的 应 用 。 处 理 力学 问题 的 一 般 途 径 是 
先 将 所 研究 的 问题 抽象 为 力学 模型 ,这些 模型 既 要 能 反映 问题 的 矛盾 主体 ， 又 要 使 于 求 
解 ; 再 按 力 学 的 基本 原理 和 各 力学 量 间 的 数学 关系 建立 方程 ， 然 后 运用 一 定 的 数学 工具 求 
f; 最 后 根据 具体 问题 ， 对 数学 解 进 行 分 析 讨 论 ， 甚 至 确定 取舍 。 其 中 ， 建 立 力学 模型 的 
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抽象 化 过 程 是 很 重要 的 一 步 ， 它 包含 对 所 研究 的 问题 和 对 象 的 认真 周密 的 观察 和 了 解 ， 确 
定 问题 的 要 点 ， 忽 略 问题 的 次 要 因素 ， 用 一 理想 的 模型 来 反映 客观 事物 的 本 质 。 当 然 ， 力 
学 模型 的 建立 也 并 非 是 绝对 的 。 同 一 事物 、 同 一 问题 ， 由 于 在 不 同情 况 下 着 重 反映 它 本 质 
的 不 同方 面 ， 因 而 也 就 可 能 建立 起 不 同 的 力学 模型 。 














3. 理论 力学 的 学 习 目的 
既然 机 械 运 动 是 自然 界 和 工程 中 最 常见 的 一 种 运动 ,那么 也 就 不 难 理解 理论 力学 对 现 


代 自 然 科学 和 工程 技术 起 着 何等 重要 的 作用 。 掌 握 了 物体 机 械 运动 的 规律 ， 就 可 以 解决 在 
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[ 程 上 所 遇 到 的 有 关 问 题 。 当 然 ， 有 些 工程 问题 可 以 直接 应 用 理论 力学 的 基本 理论 去 解 
决 ， 有 些 则 需要 用 理论 力学 和 其 他 专门 知识 来 共同 解决 。 因 此 ， 学 习 理 论 力学 是 为 了 解决 
工程 问题 打下 一 定 的 基础 。 











由 于 理论 力学 是 现代 工程 技术 的 基础 ， 所 以 它 是 工科 院 校 各 专业 的 教学 计划 中 的 一 门 


要 的 技术 基础 课 ， 它 为 学 习 一 系列 后 继 课程 打下 基础 。 例 如， 材料 力学 、 机 械 原 理 、 机 
械 设 计 、 结 构 力 学 、 弹 塑性 力学 、 流 体力 学 、 飞 行 力学 、 振 动 理 论 以 及 许多 专业 课程 等 ， 
都 要 以 理论 力学 为 基础 。 另 外 ， 随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ， 力 学 与 其 他 学 科 相 互 渗透 ， 形 
成 了 许多 边缘 学 科 ， 它 们 也 都 是 以 理论 力学 为 基础 的 。 可 见 学 习 理 论 力学 ， 也 有 助 于 学 习 
其 他 的 基础 理论 ， 掌 握 新 的 科学 技术 。 


此 外 ， 理 论 力学 的 分 析 和 研究 方法 在 科学 研究 中 有 一 定 的 典型 性 ， 有 助 于 培养 学 生 对 





工程 实际 问题 抽象 、 简 化 和 正确 地 进行 分 析 的 能 力 ; 有 助 于 培养 学 生 的 辩证 唯物 主义 世界 
观 ， 树 立正 确 的 思想 方法 ， 并 能 自觉 地 运用 科学 规律 来 改造 自然 ， 提 高 分 析 问 题 和 解决 问 
题 的 能 力 ， 为 以 后 参加 生产 实践 和 从 事 科 学 研究 打下 和 良好 的 基础 。 
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教学 目标 


本 章 主要 介绍 静 力学 的 基本 概念 、 静 力学 公理 、 约 束 、 物 体 的 受 力 分 析 等 内 容 。 通 过 
na 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 理解 刚体 、 力 、 平 衡 、 约 束 、 约 束 反 力 等 静 力 学 的 基本 概念 ， 掌 握 静 力学 公理 及 其 推论 。 

(2) 掌握 工程 中 常 ee 





O 熟练 掌握 物体 的 受 力 分 析 广 法， 能够 对 物体 或 物体 系统 进行 正确 的 受 力 分 析 。 
教学 要 求 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 





(1) 力 的 平行 四 边 形 法 则 
(1) 理解 刚体 、 力 、 力 系 、 平 衡 等 基 (2) 二 力 平衡 条 件 
Ботов 本 概念 (3) 加 减 平 衡 力 系 原理 
(2) 掌握 静 力学 五 个 基本 公理 (4) 作用 和 反作用 定律 
GYA 





А а» 
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ЖЕ веданта 


še 基本 概念 


刚体 ; 力 ; 力 的 外 效应 ; 力 的 内 效应 ; 主动 力 ; 约束 反 力 ; 力 系 ; 等 效力 系 ; 力 系 的 
简化 ; 合力 ; 分 力 ; 平衡 力 系 ; 分 离 体 ; 受 力图 。 


Жән 


静 力学 研究 作用 于 物体 上 力 系 的 平衡 。 本 章 将 介绍 刚体 与 力 的 概念 及 静 力学 公理 ， 并 
阐述 工程 中 常见 的 约束 和 约束 反 力 的 分 析 ， 介 绍 物体 或 物 系 的 受 力 分 析 方 法 以 及 受 力图 的 
画 法 。 在 静 力学 中 ， 主 要 研究 物体 的 受 力 分 析 、 力 系 的 等 效 蔡 换 或 力 系 的 简化 、 力 系 的 平 
衡 条 件 及 其 应 用 3 个 问题 。 物 体 的 受 力 分 析 和 受 力图 是 解决 力学 问题 的 重要 环节 。 力 系 的 
简化 不 仅 是 为 了 导出 力 系 的 平衡 条 件 ， 而 且 也 为 动力 学 研究 提供 理论 基础 。 力 系 的 平衡 条 
件 在 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 是 结构 、 构 件 和 机 械 零 件 设计 静 力 计算 的 基础 。 

例如 ,平面 构 架 由 杆 AD. ВЕ, СЕ Ж-А хех, D 为 滚动 支 座 ， 点 
下 处 用 绳索 系 一 重 为 忆 的 物体 ,不 计 各 杆 及 滑轮 自重 。 试 画 出 构架 整体 及 各 杆 的 受 力图 。 


| 1.1 静 力 学 基本 概念 


平衡 是 物体 机 械 运 动 的 一 种 特殊 状态 。 在 静 力 学 中 ， 若 物体 相对 于 惯性 参考 系 ( 如 地 
面 ) 保 持 静 止 或 作 匀速 直线 平 动 ， 则 称 物体 处 于 平衡 (equilibrium)。 静 力学 的 基本 概念 、 
公理 及 物体 的 受 力 分 析 是 研究 静 力 学 的 基础 = 本 章 将 介绍 静 力 学 的 基本 概念 和 公理 ， 讨 论 
工程 中 常见 的 约束 类 型 及 约束 反 力 的 分 析 , 研究 物体 的 受 力 分 析 方 法 及 受 力图 的 画 法 。 





1.1.1 刚体 


刚体 是 静 力 学 所 研究 的 主要 对 象 。 刚 体 (rigid) 指 的 是 在 力 的 作用 下 其 内 部 任意 两 点 之 
间 的 距离 保持 不 变 的 物体 ， 或 者 说 在 力 的 作用 下 其 大 小 和 形状 均 不 改变 的 物体 。 显 然 ， 任 
何 物体 在 力 的 作用 下 ， 都 会 发 生 或 多 或 少 的 变形 。 但 是 ， 有 许多 物体 ， 如 机 器 和 工程 结构 
的 构件 ， 在 受 力 后 所 产生 的 变形 很 小 ， 在 研究 力 对 物体 的 平衡 问题 时 ， 其 影响 很 小 ， 可 以 
忽略 不 计 。 这 样 就 可 以 把 物体 视 为 不 变形 的 刚体 ， 使 问题 的 研究 得 到 简化 。 因 此 ， 刚 体 是 
一 个 经 过 简化 和 抽象 后 的 理想 模型 。 

需要 指出 的 是 ， 不 能 把 刚体 的 概念 绝对 化 ， 是 否 可 以 把 物体 抽象 为 刚体 与 所 研究 的 问 
题 的 性 质 有 关 。 在 所 研究 的 物体 产生 变形 ， 而 且 变 形 是 主要 因素 的 情况 下 ， 就 不 能 把 物体 
视 为 刚体 ， 而 应 视 为 变形 体 来 分 析 。 例 如 在 计算 工程 结构 的 位 移 时 ， 就 常常 要 考虑 各 种 
因素 所 引起 的 变形 。 这 类 问题 将 在 材料 力学 、 结 构 力学 、 弹 性 力学 、 塑 性 力学 以 及 流体 力 
学 等 学 科 中 进行 研究 。 

在 理论 力学 中 ， 由 于 静 力 学 所 研究 的 对 象 仅 限于 刚体 ， 因 而 又 称 为 刚体 静 力学 。 它 是 
分 析 变 形体 力学 的 理论 基础 。 
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1.1.2 力 的 概念 


人 类 对 力 的 认识 是 在 生活 和 生产 的 实践 中 产生 的 。 经 过 长 期 实践 ， 从 感性 到 理性 ， 人 
们 逐渐 建立 了 力 的 概念 。 力 (force) 是 物体 间 的 相互 机 械 作 用 ， 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运 动 
状态 发 生变 化 ， 或 使 物体 产生 变形 。 从 力 的 概念 可 知 ， 力 的 效应 有 二 : 其 一 是 使 物体 的 机 
械 运 动 状态 发 生变 化 ， 这 种 效应 称 为 力 的 运动 效应 或 外 效应 ; 其 二 是 使 物体 产生 变形 ， 这 
种 效应 称 为 力 的 变形 效应 或 内 效应 。 对 于 不 变形 的 刚体 而 言 ， 力 只 改变 其 机 械 运动 状态 。 
理论 力学 只 研究 力 的 外 效应 。 








力 的 大 小 、 方 向 、 作 用 点 称 为 力 的 三 要 素 。 实 践 表明 ， 力 对 
物体 的 作用 效应 ， 完 全 取决 于 这 3 个 因素 , 渤 改 变 这 3 个 因素 的 
任意 一 个 因素 ， 都 会 改变 力 对 物体 的 作用 效应 。 力 是 一 个 既 有 大 
小 又 有 方向 的 量 ， 可 以 用 估量 严 来 表示 ， 如 图 1.1 所 示 。 线 段 
的 长 度 ( 按 选 定 的 比例 ) 表 示 力 的 大 小 ， 线 段 的 方位 和 箭头 表示 力 
的 方向 ， 线 段 的 起 点 或 终点 表示 力 的 作用 点 。 通 过 力 的 作用 点 并 
Ші! 力 的 矢量 表示 沿 着 力 的 方位 的 直线 必 称 为 力 的 作用 线 。 
在 国际 单位 制 (SD 中 ， 力 的 单位 用 牛顿 (N) 或 千 牛 顿 (kN) 表 示 。 在 工程 单位 制 中 ， 力 
的 单位 常用 千克 力 (kgf) 或 吨 力 (tfj 豆 示 ， 两 者 的 换算 关系 为 
lkgf=9. 8N 
































1.1.3 力 的 分 类 


通常 将 作用 在 物体 上 的 力 分 为 两 类 ， 即 主动 力 和 被 动力 (约束 反 力 )。 使 物体 运动 状态 
发 生 改变 或 使 物体 有 运动 趋势 的 力 称 为 主动 力 (active force)， 如 重力 、 风 压力 、 水 压力 、 
土 压 力 等 。 在 工程 上 ， 通 常 把 作用 在 结构 上 的 主动 力 称 为 载荷 (load) 。 

按 分 布 情况 进行 分 类 ， 力 可 以 分 为 集中 力 和 分 布 力 。 力 实际 上 作用 在 一 块 面积 上 ， 但 
是 ， 当 作用 面积 相对 于 物体 很 小 时 ， 可 近似 认为 力作 用 在 一 个 点 上 。 作 用 一 点 的 力 ， 称 为 
集中 力 (concentrated force) 或 集中 载荷 。 例 如 ， 汽 车 轮胎 作用 在 桥 面 上 的 压力 ， 轮 胎 与 桥 
面 的 接触 面积 较 小 ， 就 可 以 视 为 集中 载荷 ， 如 图 1. 2 所 示 。 若 力 的 作用 面积 较 大 ， 则 称 为 
分 布 力 (distributed force) 或 分 布 载荷 。 例 如 ， 建 筑 物 承 受 的 风 压力 ， 水 工大 坝 迎 水 面 承 受 
的 水 压力 ， 挡 土 墙 承受 的 土 压力 等 ， 都 属于 分 布 力 。 当 载荷 连续 作用 于 整个 物体 的 体积 上 
村 ， 称 为 体力 (body force) 或 体 载荷 ， 如 物体 在 重力 场 中 所 受到 的 重力 ， 有 加 速度 物体 受 
到 的 惯性 力 等 。 当 载荷 连续 作用 于 物体 的 某 一 表面 积 上 时 ， 称 为 面 力 (surface force) 或 面 
载荷 ， 如 风 、 雪 、 水 等 对 工程 构筑 物 的 压力 等 。 当 物体 所 受 的 力 ， 是 沿 着 一 条 线 连续 分 布 
且 相互 平行 的 力 系 ， 称 为 线 力 (line force) 或 线 载荷 。 例 如 ， 梁 的 自重 ， 可 以 简化 为 沿 梁 的 
轴线 分 布 的 线 载荷 ， 如 图 1. 3 所 示 。 单 位 长 度 上 所 受 的 力 ， 称 为 分 布 力 在 该 处 的 载荷 集 
度 ， 通 常用 g 表示 。 线 载荷 的 载荷 集 度 单 位 为 N/m 或 kN/m。 面 载荷 的 载荷 集 度 单位 为 
N/m sk kN/m° 。 体 载荷 的 载荷 集 度 单 位 为 N/m° 或 kN/ 。 若 载荷 集 度 q 为 常数 ， 则 称 
该 分 布 力 为 均 布 载荷 ， 否 则 称 为 非 均 布 载荷 。 
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1.2 汽车 轮胎 对 桥梁 的 压力 


q 
13 桥梁 的 自重 简化 为 线 载 荷 


根据 载荷 作用 时 间 的 长 短 分 类 ， 力 可 以 分 为 恒 载 ( 永 久 载荷 ) 和 活 载 ( 可 变 载荷 )。 恒 载 
(dead load) 是 长 期 作用 在 结构 上 的 不 变 载荷 如 结构 的 自重 。 活 载 (live load) 是 在 结构 施 
工 和 使 用 期 间 可 能 存在 的 可 变 载 苟 ， 如 楼 面 载荷 屋面 载 荷 、 风 载荷 等 。 对 结构 进行 计算 
时 ， 恒 载 和 大 部 分 活 载 (如 风 载 荷 、 雪 载荷 等 ) 在 结构 上 的 作用 位 置 可 以 认为 是 固定 的 ， 这 
种 载荷 称 为 固定 载荷 (fixed load) o 有 些 活 载 在 结构 上 的 位 置 是 变动 的 ， 如 吊车 梁 上 的 吊车 
载荷 ， 桥 梁 上 的 汽车 载荷 等 ,这 种 载荷 称 为 移动 载荷 (moVinig load) 。 

根据 载荷 作用 的 性 质 分 类 ，… 力 可 以 分 为 静 力 载荷 和 动力 载荷 。 静 力 载荷 (static load) 
的 大 小 、 方 向 和 作用 位 置 不 随时 间 变 化 ,或 者 随时 间 变 化 极为 缓慢 ， 不 使 结构 产生 显著 的 
加 速度 ， 因 而 惯性 力 可 以 忽略 不 计 。 动 力 载荷 (dynamic load) 是 随时 间 迅 速 变化 或 在 短暂 
时 间 内 突然 作用 或 消失 的 载荷 ， 使 结构 产生 显著 的 加 速度 ， 因 而 惯性 力 的 影响 不 能 忽略 。 


1.1.4 力 系 


作用 在 物体 上 的 一 群 力 称 为 力 系 (force system)。 两 个 力 系 对 同一 物体 产生 的 运动 效 
应 相同 ， 则 称 这 两 个 力 系 互 为 等 效力 系 (equivalent force system) 。 在 不 改变 作用 效果 的 前 
提 下 ， 个 简单 力 系 代替 复杂 力 系 的 过 程 ， 称 为 力 系 的 简化 或 力 系 的 合成 (composition 
of force) 。 若 一 个 力 与 一 个 力 系 等 效 ， 则 称 此 力 为 该 力 系 的 合力 (resultant force) ， 而 称 力 
系 中 的 各 个 力 为 其 合力 的 分 力 (component force)。 合 力 对 物体 的 作用 效果 等 效 于 所 有 分 力 
的 作用 效果 。 车 作用 在 物体 上 的 力 系 使 物体 处 于 平衡 状态 ， 则 称 该 力 系 为 平衡 力 系 (equi- 
librium force system)。 要 使 物体 处 于 平衡 状态 .就 必须 使 作用 在 物体 上 的 力 系 满足 一 定 的 
条 件 ， 这 些 条 件 称 为 力 系 的 平衡 条 件 。 物 体 在 各 种 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 在 建筑 结构 、 道 
路 桥梁 以 及 机 械 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 。 


| 1.2 更 力学 公理 


公理 (axiom) 是 人 们 在 生活 和 生产 实践 中 长 期 积累 的 经 验 总 结 ， 又 经 过 实践 检验 ， 补 
ШЕ? 
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确认 是 符合 客观 实际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 。 静 力学 公理 阐述 了 力 的 一 些 基 本 性 质 ， 是 
研究 力 系 简化 和 平衡 条 件 的 理论 基础 。 
公理 1 力 的 平行 四 边 形 公理 

作用 在 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 也 在 该 点 ， 合 力 

的 大 小 和 方向 由 这 两 个 力 为 边 构 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ， 如 图 1. 4(a) 所 示 。 这 种 合 

成 方法 称 为 力 的 平行 四 边 形 法 则 。 合 力 矢 等 于 这 两 个 力 撩 的 几何 和 ， 即 

Fa=F,+F; (1-1) 

合力 下 与 两 力 F、F; 的 共同 作用 等 效 。 有 时 ， 为 了 方便 ， 可 以 不 必 作 出 整个 平行 四 

边 形 ， 而 是 由 点 O 作 矢量 F,， 再 由 F, 的 末端 作 矢 量 F, [图 1.4(b)]， 或 者 由 点 O 作 矢量 

Е,. HEH F, 的 末端 作 矢量 F, [图 1. 4(c)]， 则 力 三 角形 的 封闭 边 即 为 合力 矢 Fe。 这 种 求 
合力 的 方法 称 为 力 的 三 角形 法 则 。 























F, Е, 


о F; 
(a) (b) (c) 
4 力 的 平行 四 边 形 法 则 和 三 角形 法 则 


力 的 平行 四 按 形 公理 表明 了 最 简单 力 系 的 简化 规律 ， 它 是 复杂 力 系 简化 的 基础 。 
公理 2 二 力 平衡 公理 
作用 在 刚体 十 的 两 个 力 ， 使 刚体 保持 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 这 两 个 力 的 大 小 相 
等 ， 方 向 相反 ， 且 作用 在 同一 条 直线 上 ， 如 图 1. 5 所 示 ， 即 
Е = — Е (1-2) 


对 于 只 受 两 个 力作 用 而 处 于 平衡 的 刚体 ， 称 为 二 力 构 件 ， 如 图 1. 6 所 示 。 根 据 二 力 平 
衡 条 件 可 知 ， 二 力 构件 不 论 其 形状 如 何 ， 所 受 两 个 力 的 作用 线 必 沿 二 力作 用 点 的 连 线 。 若 
一 根 直 杆 [图 1.7(a)] 或 曲 杆 [图 1.7(b)] 只 在 两 点 受 力 且 处 于 平衡 状态 ， 则 称 该 杆 为 
二 力 杆 (two-force member) 。 对 于 直 杆 ， 二 力 的 作用 线 必 与 杆 的 轴 台 ， 如 图 1.7(a) 
所 示 。 
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图 1.5 二 力 平衡 条 件 图 1.6 二 力 构件 
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(a) (b) 
图 1.7 二 力 杆 件 


二 力 平衡 公理 表述 了 作用 于 刚体 上 最 简单 力 系 平衡 时 所 需 满足 的 条 件 。 但 是 ， 必 须 指 
出 ， 对 于 刚体 来 说 ， 二 力 平衡 条 件 是 充分 和 必要 的 ， 而 对 于 变形 体 来 说 ， 这 个 条 件 只 是 必 
要 条 件 而 非 充分 条 件 。 例 如 ， 软 绳 受 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 & 作用 线 共 线 的 拉力 时 可 以 
平衡 ， 但 是 ， 软 绳 受 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 共 线 的 压力 时 ， 就 不 能 平衡 了 。 
公理 3 加 减 平衡 力 系 原理 
在 作用 于 刚体 的 任意 力 系 上 ， 加 上 或 减 去 任意 的 平衡 力 系 ， 不 改变 原 力 系 对 刚体 的 作 
用 。 也 就 是 说 ， 如 果 两 个 力 系 只 相差 一 个 或 儿 个 平衡 力 系 ,那么 它们 对 刚体 的 作用 效果 是 
完全 相同 的 。 这 个 公理 是 研究 力 系 等 效 蔡 换 的 重要 依据 。 

由 加 减 平衡 力 系 原 理 ， 可 以 导出 两 个 重要 的 推论 。 

推论 一 ” 力 的 可 传 性 

作用 于 刚体 上 某 点 的 力 ” 可 以 沿 其 作用 线 移 至 刚体 上 的 任意 一 点 ， 而 不 改变 它 对 刚体 
的 作用 。 

证 明 : (1) 设 力 作用 于 刚体 上 的 点 A， 如 图 4. 8(a) 所 示 。 

(2) 根据 加 减 平衡 力 系 原理 ， 在 力 的 作用 线 上 任 取 一 点 B， 在 点 B 处 加 上 两 个 相互 平 
WJ EF ГЕ». ЭМЕ Е-Е,--Е),. WWE 1. 8ER. 

(3) ЛЕЖЕ, 也 是 一 个 平衡 力 系 ， 可 以 去 除 ， 于 是 只 剩 下 作用 于 点 B 处 的 力 F,， 如 
图 1.8(c) 所 示 。 

(4) ЖЕЛ F 5H F: 等 效 ， 即 原来 的 力 下 沿 其 作用 线 移 至 点 B。 

















а) » © 
图 1.8 力 的 可 传 性 
由 此 可 见 ， 对 于 刚体 来 说 ， 力 的 作用 点 不 是 决定 力 的 作用 效应 的 主要 因素 ， 它 已 被 
力 的 作用 线 所 取代 。 因此， 作用 在 刚体 上 的 力 的 三 要 素 为 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 
力 矢 量 可 以 从 它 的 作用 线 上 的 任 一 点 画 出 ， 因 而 作用 在 刚体 上 的 力 为 滑动 矢量 (sliding 


Vector) 。 
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推论 二 “三 力 平衡 汇 交 定理 

作用 于 刚体 上 的 3 个 相互 平衡 的 力 ， 若 其 中 两 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 则 此 三 力 必 
在 同一 平面 内 ， 且 第 三 个 力 的 作用 线 通 过 汇 交 点 。 

WH: (1) 在 刚体 的 A、B、C 三 点 处 ， 分 别 作用 З 个 相互 平衡 的 力 F... Е. Е. W 
图 1.9(a) 所 示 。 

(2) 根据 力 的 可 传 性 ， 将 力 F. A F 移 至 汇 交 点 O， 由 力 的 平行 四 边 形 法 则 ， 得 到 力 
ЕЖЕ, 的 合力 Ес. Ш 1. 9(b) 所 示 。 

(3) 根据 二 力 平衡 公理 ， 力 F, 应 与 合力 FF. Am F, 与 Fis 必 共 线 ， 所 以 力 F, 
УЉЕ 和 F, 共 面 ， 且 通过 力 F, # F, 的 交点 0。 定理 得 证 。 
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(а) (b) 
81.9 三 力 平衡 汇 交 


公理 4 作用 与 反作用 定律 

两 个 物体 之 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 同时 存在 :两 个 力 的 大 小 相等 、 方 向 相反 且 沿 
着 同一 直线 ， 分 别 作用 在 两 个 相互 作用 的 物体 上 。 

作用 与 反作用 定律 概括 了 自然 界 中 物体 间 相 互 作用 的 关系 ， 不 论 物体 是 处 于 平衡 状态 
还 是 处 于 运动 状态 * 也 不 论 物 体 是 刚体 还 是 变形 体 ， 该 定律 都 普遍 适用 。 作 用 力 和 反作用 
力 总 是 成 对 出 现 的 ， 有 作用 力 必 有 反作用 力 。 

例如 ,地 面 上 有 一 重 为 P 的 物体 处 于 静止 状态 如 图 1. 10(a) 所 示 。 物 体 对 地 面 有 一 
个 作用 力 FN， 而 地 面 对 物 体 也 有 一 个 反作用 力 Еу. J FN 和 Fs 大 小 相等 ， 方 向 相反 ,， 沿 
同一 条 直线 分 别 作 用 于 地 面 和 物体 上 ， 是 一 对 作用 力 和 反作用 力 ， 如 图 1. 10(b) 所 示 。 
物体 在 力 P 和 Е, 作用 下 处 于 平衡 ， 因 此 , JJ PA Fx 是 一 对 平衡 力 ， 如 图 1. 10(c) 


所 示 。 
Ех 
A ЕЕ 
2 % ЯТ” 2 2 2 
Р қ P 


а) ©) (9 
图 1.10 作用 力 和 反作用 力 


需要 注意 的 是 , 虽然 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 、 方 向 相反 且 沿 同一 直线 ,但 不 能 认 
为 这 两 个 力 相 互 平衡 。 因 为 这 两 个 力 并 不 作用 在 同一 刚体 上 ， 而 是 作用 在 两 个 相互 作用 的 
物体 上 。 因 此 ， 作 用 与 反作用 关系 和 二 力 平 衡 条 件 有 本 质 的 区 别 。 
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公理 5 刚 化 原理 

变形 体 在 某 一 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 将 此 变形 体 刚 化 为 刚体 时 ， 其 平衡 状态 保 
持 不 变 。 
刚 化 原理 为 把 变形 体 抽象 为 刚体 提供 了 条 件 ， 使 得 刚体 静 力 学 的 理论 可 以 应 用 于 变形 
IK. 但 是 ， 此 时 需 考虑 变形 体 的 物理 条 件 。 绳 索 在 等 值 、 反 向 、 共 线 的 两 个 拉力 F. ЖІ F, 
的 作用 下 处 于 平衡 ， 若 将 绳索 刚 化 为 刚体 ， 则 其 平衡 状态 保持 不 变 ， 如 图 1. 11(a) 所 示 。 
反之 ， 若 在 刚体 两 端 施加 两 个 等 值 、 反 向 、 共 线 的 压力 F. 和 F。， 则 刚体 能 保持 平衡 ， 
若 将 刚体 换 成 绳索 ， 则 不 能 保持 平衡 ， 此 时 绳索 就 不 能 刚 化 为 刚体 了 ， 如 图 1. 11(b) 
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图 1.11 MERE 
由 此 可 见 ， 刚 体 的 平衡 条 件 是 变形 体 平衡 的 必要 条 件 ， 而 非 充 分 条 件 。 在 刚体 静 力 学 
的 基础 上 ， 考 虑 变形 体 的 特性 ， 可 进 二 步 研 究 变 形体 的 平衡 问题 。 
基于 上 述 5 个 公理 ， 可 以 推导 出 静 力 学 全 部 理论 。 这 种 演绎 方法 ， 一 方面 能 够 保证 理 
论 力学 理论 体系 的 完整 性 和 严密 性 ; 另 一 方面 也 可 以 培养 读者 的 逻辑 思维 能 力 。 


| 1.3 约束 和 约束 反 力 








在 工程 中 ,将 能 自由 地 在 空间 任意 方向 运动 的 物体 称 为 自由 体 (free body)， 如 在 空中 
飞行 的 飞机 和 炮弹 等 。 然 而 ， 实 际 构件 都 会 受到 与 之 相 联 系 的 其 他 构件 的 限制 ， 不 能 自由 
运动 ， 这 些 在 空间 某 一 方向 或 某 些 方向 受到 限制 的 物体 ， 称 为 非 自由 体 (non free body), 
例如 火车 受到 轨道 的 限制 ， 只 能 沿 着 轨道 行驶 ;在 轴承 上 的 转子 不 能 离开 轴承 ， 只 能 绕 着 
轴 转 动 ; 桥梁 受到 桥墩 的 限制 ， 不 能 离开 桥墩 。 

通常 ， 把 对 非 自 由 体 的 运动 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约束 (constraint)。 从 力学 角 
度 来 分 析 ， 约 东 对 物体 的 作用 ,实际 上 就 是 力 ， 这 种 力 称 为 约束 反 力 (constraint reac- 
tion) ， 简 称 约 束 力 。 由 于 约束 反 力 是 限制 物体 运动 的 ， 所 以 约束 反 力 的 作用 点 应 在 约束 和 
被 约束 物体 的 接触 位 置 ， 方 向 必 与 该 约束 所 能 阻碍 的 运动 方向 相反 。 应 用 这 个 准则 ， 就 能 
确定 约束 反 力 的 方向 和 作用 线 的 位 置 。 至 于 约束 反 力 的 大 小 ,一 般 是 未 知 的 。 如 前 所 述 ， 
通常 将 作用 在 物体 上 的 力 分 为 主动 力 和 约束 反 力 。 在 静 力 学 问题 中 ,约束 反 力 和 物体 所 受 
的 主动 力 组 成 平衡 力 系 ， 因 此 ， 可 以 应 用 平衡 条 件 ， 求 出 未 知 的 约束 反 力 。 当 主动 力 改变 
时 ,约束 反 力 一 般 也 将 发 生 改 变 ， 因 此 ， 约束 反 力也 称 被 动力 。 

下 面 介 绍 工 程 中 常见 的 几 种 约束 和 确定 约束 反 力 方向 的 方法 。 

1. FRAR 

由 柔软 的 绳索 、 胶 带 或 链条 等 构成 的 约束 ， 在 不 考虑 其 自重 和 变形 时 可 以 简化 为 柔 
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Жаа 





RAR., 绳索 吊 住 重 物 ， 如 图 1. 12(a) 所 示 。 
Fr 因为 绳索 只 能 限制 物体 沿 绳 的 中 心 线 离开 绳 
索 的 运动 ， 而 不 能 限制 物体 在 其 他 方向 的 运 
动 ， 所 以 绳索 对 物体 的 约束 反 力 为 拉力 ， 作 
自在 接触 点 , 方向 沿 着 绳索 背离 物体 ， 如 
图 1. 12(b) 所 示 。 通 常 ， 用 Fr 表示 这 类 约束 
反 力 。 
P 图 1. 13(a) 所 示 为 胶带 或 链条 的 传动 示意 
а) ©) 图 。 胶 带 或 链条 也 只 能 承受 拉力 ， 它 们 对 轮 I 

图 1.12 RAR 和 轮 开 的 约束 反 力 如 图 1. 13(b) 所 示 。 



































图 1:13、 胶 带 或 链条 构成 的 柔 索 约 束 


2. 光滑 接触 面 约束 
如 图 1. 14(a) 和 (b) 所 示 支 持 物体 的 固定 面 ， 不 计 摩擦 时 ， 属 于 光滑 接触 面 约束 。 





图 1.14 光滑 接触 面 的 约束 反 力 
对 于 光滑 接触 面 来 说 ， 不 论 接触 面 的 形状 如 何 ， 只 能 限制 物体 沿 着 接触 面 公法 线 方向 往 











约束 内 部 的 运动 ， 不 能 限制 物体 沿 接触 面 公 切 线 方向 的 运动 。 因 此 ， 光 滑 接触 面 对 物体 的 约 
东 反 力 ， 作 用 在 接触 点 处 ， 方 向 沿 接触 面 的 公法 线 ， 并 指向 被 约束 的 物体 。 这 种 约束 反 力 ， 
称 为 法 向 约束 反 力 ， 一般 用 Fs 表示 。 如 图 1. 14(a) 和 (b) 所 示 的 力 Еч. Ема Fv。 

光滑 接触 面 约束 是 一 种 典型 的 约束 ， 在 工程 中 经 常 遇 到 。 例 如 ， 图 1. 15(a) 所 示 的 路 
合 齿轮 的 齿 面 约束 和 图 1. 15(b) 所 示 的 凸轮 曲面 对 项 杆 的 约束 。 

3. ЖЕ k 

JOR Pebe J о БІНЕСЕ, Ге СВЕ Ер. ЖЕН ЕЕЕ ЗЕ ЕЛЕНЕ НТ 
与 光滑 孔 内 壁 之 间 的 接触 形成 的 约束 因此， 这 类 约束 本 质 上 与 光滑 接触 面 约束 相同 。 
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(а) 


图 1.15 光滑 齿 面 和 曲面 约束 

1) MEE 

MRENE EU. AREA T B ERK, N Y E 
$E., MERES Chinge), ， 如 图 1. 16(a) 所 示 。 ЖМ. МЕАДА ВЕ а OFE, (ATR 
了 构件 沿 径 向 的 运动 。 由 于 在 不 同 的 主动 力作 用 下 ， 销 钉 与 孔 的 接触 点 的 位 置 不 同 ， 在 忽 
略 摩擦 力 的 情况 下 ， 铵 链 对 构件 的 约束 反 力 必 通 过 匀 链 的 中 心 ， 但 其 方向 不 能 确定 ， 需 取 
决 于 构件 所 受 的 主动 力 状态 .因此 , 用 两 个 过 铵 链 中 心 的 大 水 未 知 的 正 交 分 力 Fa 和 F v, 
来 表示 贸 链 对 构件 的 约束 反 力 分 力 的 方向 暂时 可 以 任意 假设 。 圆 柱 贸 链 约束 的 力学 简 图 
如 图 1. 16(b) 所 示 。 圆 柱 贸 链 对 构件 AB 的 约束 反 力 如 图 1. 16(c) 所 示 。 




















(a) (b) (c) 
图 1.16 ВЕ 

2) ВНЕ > E 
ВВЕ ВЕТ i — ГІН ТЕН РІЛ ЕЛЕНЕ. ЫЖ Y ЕХЕ Е З PE, Ц 
Р 1. 17(а) тах. ТАЕ ФЕ ЕЕЕ РА EERIE. ШІН 1. 17(b) 所 示 。 尽 管 固 
定 铵 链 支 座 有 多 种 画 法 ， 然 而 ， 物 体 所 受 的 约束 反 力 和 铵 链 约束 反 力 是 相同 的 ， 通 常 也 用 
两 个 正 交 分 力 Fh 和 Fa 来 表示 ， 如 图 1. 17(c) 所 示 。 

3) 向 心 轴承 

向 心 轴承 也 称 径 向 轴承 ， 是 工程 中 常见 的 约束 形式 。 若 不 计 摩 擦 ， 则 轴 与 轴承 的 接触 
面 是 两 个 光滑 圆柱 面 的 接触 ， 轴 可 在 孔 内 任意 转动 ， 也 可 以 沿 着 孔 的 中 心 线 移 动 ， 但 是 沿 
径 向 向 外 的 移动 会 受到 轴承 的 阻碍 。 因 此， 当 轴 和 轴承 在 某 点 A 光滑 接触 时 ， 轴 承 对 轴 的 
ARJ Fa 作用 在 接触 点 A， 且 沿 公法 线 指向 轴 心 。 如 图 1. 18(a) 所 示 。 
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1.17 AERLE 








(с) 


1.18 向 心 轴承 


因为 轴 和 轴承 接触 点 的 位 置 随 轴 所 承受 的 主动 力 的 变化 而 变化 ， 所 以 当主 动力 未 确定 
时 ,约束 反 力 的 方向 预先 不 能 确定 。 但 是 , 无 论 约束 反 力 方向 如 何 ， 其 作用 线 必 垂 直 于 轴 
线 日 通过 轴 心 。 因 此， 轴承 对 轴 的 约束 反 为 可 用 通过 轴 心 的 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa 
和 Fh 来 表示 ,如 图 1.18(b) 和 (ce) 所 示 ，F, 和 Fs 的 方向 暂时 可 以 任意 假设 。 

4. 滚动 支 座 

在 铵 链 支 座 与 光滑 支承 面 之 间 ， 安 装 几 个 滚 轴 ， 就 构成 了 滚动 支 座 ， 有 时 也 把 这 种 支 
座 称 为 滚 轴 支 座 ， 如 图 1. 19(a) 所 示 。 滚 动 支 座 的 力学 简 图 可 有 多 种 表示 形式 ， 如 图 1. 19 
(b) 所 示 。 滚 动 支 座 可 以 沿 支 承 面 移动 ， 允 许 由 于 温度 变化 而 引起 结构 跨度 方向 的 自由 伸 
长 或 缩短 ， 因 而 ， 这 种 支 座 常 用 于 架设 桥梁 、 屋 架 等 结构 。 显 然 ， 深 动 支 座 约束 反 力 通过 
滚 轴 的 中 心 ， 且 垂直 于 光滑 的 接触 面 ， 一 般 用 Fs 表示 ， 如 图 1. 19(c) 所 示 。 





















































(a) ©) © 
1.19 滚动 支 座 


7 


第 1 前 。” 静 力学 公理 和 受 力 分 析 


5. В 

ЛА ААК ЕТ УА ЕЕ ТЕ а 02 ИЕ. КОБЕ. ДПР 1. 20(a) 所 示 。 球 
АЕА АЕК АВЕ EME, BRET реа, ERER, ЈИЕ 
件 的 约束 反 力 为 通过 球 心 但 方向 不 能 预先 确定 的 一 个 空间 力 ， 可 用 3 个 正 交 分 力 F... Fay 
和 Fi 表示 ,方向 暂时 可 以 任意 假定 ， 其 力学 简 图 和 约束 反 力 如 图 1. 20(b) 所 示 。 

6. 止 推 轴承 

与 径 向 轴承 不 同 ， 止 推 轴承 除了 能 够 限制 轴 沿 径 向 的 运动 之 外 ， 还 能 够 限制 轴 沿 轴 向 
的 运动 。 因 此 ， 止 推 轴承 比 径 向 轴承 多 一 个 沿 轴 向 的 约束 力 ， 即 其 约束 反 力 有 3 个 正 交 分 
H Fh 、Fwy 和 Fa 。 止 推 轴承 的 力学 简 图 和 约束 反 力 如 图 1. 21 所 示 。 




















F. 





图 1.20 ЖЕ 图 1.21 止 推 轴承 
以 上 仅 介绍 予 几 种 简单 的 约束 ， 在 结构 王 程 和 机 械 工程 中 ， 经 常 采用 上 述 约束 使 结构 
与 基础 联系 在 一 起 (外 部 约束 )， 以 及 使 结构 内 部 各 构件 联系 在 一 起 (内 部 约束 )。 然 而 ， 工 
程 中 约束 类 型 远 不 止 这 些 ， 有 的 约束 比较 复杂 ， 分 析 时 需要 加 以 简化 或 抽象 化 。 在 以 后 的 
某 些 音节 中 ， 再 作 关 于 其 他 约束 的 介绍 。 





| 1.4 物体 的 受 力 分 析 和 受 力图 

















在 工程 实际 中 ， 无 论 是 研究 物体 平衡 中 力 的 关系 ， 还 是 研究 物体 运动 中 作用 力 与 运动 
关系 ， 都 需要 首先 对 物体 进行 受 力 分 析 ， 即 确定 物体 所 受 力 的 个 数 ， 每 个 力 的 大 小 、 作 
位 置 和 作用 方向 等 。 

为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 状态 ， 通 常 的 做 法 是 : 首先 依据 问题 的 要 求 确定 需要 进行 
分 析 研 究 的 具体 物体 ， 这 个 过 程 称 为 选取 研究 对 象 ， 然后 解除 约束 ， 将 研究 对 象 ( 称 为 受 
力 体 ) 从 周围 的 物体 ( 称 为 施 力 体 ) 中 分 离 出 来 ， 此 时 ， 研 究 对 象 称 为 分 离 体 ， 画 出 分 离 体 
的 简 图 ， 最 后 把 施 力 物 体 对 研究 对 象 的 作用 力 (包括 主动 力 和 约束 反 力 ) 全 部 画 出 来 。 这 种 
表示 物体 受 力 的 简明 图 形 ， 称 为 受 力图 (free body diagram)， 有 时 也 称 为 分 离 体 图 。 

分 析 物 体 受 力 情况 和 画 受 力图 是 解决 静 力 学 问题 的 一 个 重要 环节 ， 其 关键 是 根据 约束 
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мат” 


的 性 质 正确 地 作出 约束 反 力 。 
【 例 1. 1】 如 图 1. 22(a) 所 示 , 杆 AB 的 A НЕЕ НИ ЖЕНЕ. В 端 用 绳索 固定 在 
墙 面 C 点 位 置 处 ， 杆 AB 的 自重 为 P。 试 画 出 杆 АВ 的 受 力图 。 


















































图 1.22 杆 件 的 受 力 分 析 


解 : (1) 取 杆 AB ЖРА. ЕНЕГЕ. ІШІҢ АВ 的 简 图 。 

(2) 在 杆 AB 上 夯 出 主动 力 P。 

(3) 在 杆 AB іні 28). (£ A ТЕВЕ. ЖАН AB 的 约束 反 力 必 通 过 锭 
链 中 心 A， 但 其 方向 不 能 确定 ， 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fs, 和 Fa 表示。 点 BB 处 有 
ARAR, HARHA Fra 即 绳索 对 杆 AB 的 拉力 。 守 AB 的 受 力 如 图 1. 22(b) 所 示 。 

(4) 由 于 杆 AB 在 3 个 力 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ,因此 ;可 以 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 
ОЛЕ ВЕ A 对 杆 AB 的 约束 反 力 Ел 的 方向 ， 如 图 TI.22(c) 所 示 。 

【 例 1.2】 如 图 41. 23(a) 所 示 ， 水平 梁 AB 用 和 斜 杆 CD 支撑 ，A、C、D 3 处 均 为 光滑 
铵 链 连 接 。 均 质 梁 自重 为 已 ， 在 梁 的 末端 放置 一 台 重 为 P, 的 电动 机 。 若 不 计 杆 CD 的 自 
重 ， 试 分 别 画 出 杆 CD AIE AB (包括 电动 机 ) 的 受 力图 。 

解 : (1) 取 斜 杆 CD 为 研究 对 象 ， 解 除 所 有 约束 ， 画 出 杆 CD 的 简 图 。 由 于 斜 杆 CD 
的 自重 不 计 ， 根 据 光滑 铵 链 的 特性 ，C、 处 的 约束 反 力 分 别 通 过 铵 链 C、 的 中 心 , 方 
向 暂 不 确定 。 因 为 斜 杆 CD 仅 在 约束 反 力 Fc 和 Fo 的 作用 下 平衡 ， 根 据 二 力 平衡 公理 ， 这 
两 个 力 必 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 所 以 Fe 和 Fo 的 作用 线 应 沿 铵 链 中 心 C 和 DD 的 连 线 ， 即 斜 
杆 CD 为 二 力 杆 ， 其 受 力图 如 图 1. 23(b) 所 示 。 一 般 情 况 下 ， 二 力 杆 所 受 的 约束 反 力 方向 
不 能 预先 确定 ， 可 事先 假定 杆 件 受 拉 或 者 受 压 。 若 根据 平衡 方程 求 出 的 力 为 正 值 ， 则 表明 
实际 的 方向 与 假定 方向 相同 ; 若 求 出 的 力 为 负 值 ， 则 表明 实际 的 方向 与 假定 方向 相反 。 





























(a) (b) (с) 
图 1.23 和 斜 杆 与 梁 的 受 力 分 析 


Шш Вуда 





(2) 取 梁 AB( 包 括 电 动机 ) 为 研究 对 象 ， 解 除 所 有 约束 ， 面 出 梁 AB 的 简 图 .。 ЖАВФ 
到 两 个 主动 力 P, A P AEH. EERE D Ab, AB 受到 和 斜 杆 CD 提供 的 约束 反 力 Fb。 
根据 作用 和 反作用 定律 ， 有 Е Е. TEHE A А, 梁 AB 受到 固定 匀 链 支 座 提供 的 约 
东 反 力 的 作用 ， 由 于 方向 未 知 ， 可 用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa MEy RR. AB 的 
受 力图 如 图 1. 23(c) 所 示 。 

【 例 1.3】 ШІН 1.24(а) Ру 0, НЕВЕ AC 和 右 拱 ВС ТЛ. ТЕЛ АС 的 
点 DD 处 作用 有 载荷 正 。 若 不 计 拱 的 自重 ， 试 分 别 画 出 左 拱 AC 和 右 拱 BC 的 受 力图 。 













































































1.24 不 计 自重 时 三 铵 拱 的 受 力 分 析 


解 : (1) 取 拱 BC 为 研究 对 象 。 拱 BC 仅 在 点 B 和 点 C 处 受到 铵 链 的 约束 ， 并 处 于 平 
衡 状 态 。 因 此 ， 拱 BC 为 二 力 构件 。 在 匀 链 中 心 刀 和 C 处 的 约束 反 力 Fs 和 Fe 的 作用 线 必 
沿 BC 连 线 ， 且 Fs 二 一 Fc， 如 图 1. 24(b) 所 示 。 

(2) 取 拱 AC 为 研究 对 象 。 由 于 不 计 自重 ， 因 此 主动 力 只 有 载荷 下 。 拱 AC f(E pt C 
处 受到 拱 BC 提供 的 约束 反 力 Fe 的 作用 ,根据 作用 和 反作用 定律 ，Fc 二 一 Fc。 拱 AC 在 A 
处 受到 固定 铵 链 支 座 提 供 的 约束 反 力 Fs 的 作用 ,由 于 Fs 的 方向 未 定 ， 可 用 两 个 大 小 未 
知 的 正 交 分 力 Ел, Ел, (КРЕ. ВЕ AC 的 受 力图 如 图 1. 24(c) 所 示 。 进 一 步 的 分 析 可 知 ， 拱 
АСЕ, ЕСЕ 3 个 力 的 作用 而 平衡 ， 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 铵 链 A 的 约束 反 力 
Ел 的 作用 线 必 通过 Ft 和 下 的 汇 交 点 ， 如 图 1. 24(d) 所 示 。F 的 方向 可 由 平衡 条 件 
确定 。 

【 例 1.4】 在 例 1.3 中 , 若 拱 的 自重 不 能 忽略 ， 且 左 拱 AC HEA P. Hik BC 自重 
ЖР). WA 1. 25(a) 所 示 。 试 分 别 画 出 左 拱 АС, ЖӘЕ BC 以 及 三 铵 拱 整体 的 受 力图 。 

f: (1) 取 拱 AC 为 研究 对 象 。 在 拱 AC 上 面 出 主动 力 F 和 Pi. 拱 AC 在 A、C 处 受 
BEHEA 和 C WARAH Fa 和 Fc 的 作用 ， 因 为 FA 和 Fc 的 方向 不 能 预先 确定 ， 所 以 在 
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doenn 


A 处 用 两 个 正 交 分 力 Fw Ел ЖҚ ҒА. E C 处 用 两 个 正 交 分 力 Fec Ес КРЕС. ЗАС 
的 受 力图 如 图 1. 25(b) 所 示 。 
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(2) 取 拱 ВС 为 研究 对 象 。 在 拱 ВС 上 夯 出 主动 力 P;。 拱 BC 在 C АЕ AC(S 
链 C) 的 约束 反 力 Fe 的 作用 = 根据 作用 与 反作用 定律 有 Ft 二 一 Fc。 由 于 Fc 的 方向 不 能 
预先 确定 ， 用 两 个 正 交 分 力 Е.Ж ЕСҚ РЕС. Ес 和 FF 分 别 为 Fc, 和 Fc, 的 反作用 力 。 拱 
ВСЕ В АЗЕ В 的 约束 反 力 Fs 的 作用 ，Fs 的 方向 不 能 预先 确定 ， 用 两 个 正 交 分 力 
Fa, 和 Fs 代替 Fs。 拱 BC 的 受 力 图 如 图 1. 25(c) 所 示 。 

(3) 整个 系统 的 受 力 分 析 。 当 选 三 匀 拱 整体 为 研究 对 象 时 ， 由 于 铵 链 C 处 所 受 的 力 满 
BL Fo = Fa, Fa =—Fa ， 这 些 力 成 对 地 作用 在 整个 系统 内 ， 称 为 内 力 (internal force), 
内 力 对 系统 的 作用 效应 相互 抵消 ， 可 以 除去 ， 而 不 影响 整个 系统 的 平衡 。 因 此 ， 内 力 在 受 
力图 中 不 必 画 出 。 在 受 力图 上 只 需 画 出 系统 之 外 的 物体 施加 给 系统 的 作用 力 ， 这 种 力 称 为 
外 力 (external force), KER Е. АЖР, 和 Po URARI] Fu МЕА. Fa ЖЕ». 
都 是 作用 于 系统 的 外 力 。 整 个 系统 的 受 力 如 图 1. 25(d) 所 示 。 

应 该 指出 ， 内 力 和 外 力 的 区 分 不 是 绝对 的 。 例 如 ， 选 取 拱 BC 为 研究 对 象 时 ，F 和 
6, 属于 作用 于 拱 BC 上 的 外 力 ， 但是， 选取 三 铵 拱 为 研究 对 象 时 ，Fe 和 6 又 成 为 内 力 。 
由 此 可 见 ， 外 力 与 内 力 的 区 分 ， 仅 在 相对 于 某 一 确定 的 研究 对 象 时 才 有 意义 。 
【 例 1.5】 平面 构架 由 杆 AD、BE 和 CF gmim. ШІН 1. 26(a) 所 示 。A 处 为 固定 
ВЕЗЕ, 处 为 滚动 支 座 ， 点 下 处 用 绳索 系 一 重 为 P 的 物体 。 若 不 计 各 杆 及 滑轮 的 自 
重 ， 试 画 出 各 杆 及 平面 构架 整体 的 受 力图 。 
Ж: (1) PAF BE 为 研究 对 象 。 杆 BE 仅 在 铵 链 已 ЖЕ 处 受到 约束 反 力 Fs 和 Fs 的 作 
J. 为 二 力 杆 件 ， 因此 , J Fs 和 Fe 等 值 、 反 向 、 共 线 。 杆 BE 的 受 力 如 图 1.26(b) 
所 示 。 
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В 1.26 平面 构架 的 受 力 分 析 


(2) 取 杆 CF 为 研究 对 象 。 杆 CF 受到 绳索 的 约束 反 力 Fr， 且 Ет=Р. ВЕ 杆 的 约束 
反 力 FE， 以 及 铵 已 的 约束 反 力 Fe 的 作用 ; EE 和 FE 互 为 作用 力 和 反作用 力 。 约 束 反 力 Fe 
的 方向 不 能 预先 确定 ， 可 用 两 个 正 交 分 力 Fo 和 Fe 代替 。 杆 CF 的 受 力图 如 图 1. 26(c) 所 
示 。 进 一 步 分 析 可 知 ， 杆 CF 52 F+. Ер, Fe 3 个 力 的 作用 而 平衡 ,根据 三 力 平衡 汇 交 定 
H, J Fe 的 作用 线 必 通 过 力 Fr 和 FE 的 交点 G， 至 于 Fc 的 方向 ， 可 以 任意 假定 ， 也 可 以 
根据 平衡 条 件 加 以 确定 。 如 图 1. 26(d) 所 示 。 
(3) 取 杆 AD 为 研究 对 象 。 杆 AD 在 固定 铵 链 支 座 A 处 受到 约束 反 力 Fs ER, Fa Jr 
向 不 能 预先 确定 ， 可 用 两 个 正 交 分 力 Fa 和 FA 代替。 在 滚动 支 座 D 处 受到 约束 反 力 Fs Bi 
ТЕН. ЖЕМІН ЕНЕ B 和 C 处 受到 约束 反 力 Fs 和 Fe 的 作用 . H Fs 二 一 Fs Fc 二 一 Fe。 杆 
AD 的 受 力图 如 图 1. 26(e) 所 示 。 

(4) 取 构 架 系 统 为 研究 对 象 。 夯 出 主动 力 P。 画 出 固定 匀 链 支 座 A 处 的 约束 反 力 Fa 
HFa. RIE D 处 的 约束 反 力 Fxp。 系 统 整 体 的 受 力 图 如 图 1. 26(f) 所 示 。 进 一 步 的 
分 析 可 知 ， 构 架 系统 受 3 个 力 ， 即 主动 力 P、 约 东 反 力 ҒоЖІҒ, 的 作用 而 平衡 ， 根 据 三 力 
平衡 汇 交 定理 ， 约 束 反 力 Fa 的 作用 线 必 通 过 力 P 和 Fx 的 交点 ，F 的 方向 可 以 假定 ,也 
可 根据 平衡 条 件 确 定 。 有 关 Fa 的 作用 线 和 方向 请 读者 自行 画 出 。 

掀 体 的 受 力图 是 分 析 和 解决 力学 问题 的 基础 。 画 受 力图 时 需 注意 以 下 几 点 : DERA 
适 的 研究 对 象 ， 可 根据 需要 选取 单个 物体 或 由 多 个 物体 组 成 的 系统 为 研究 对 象 ， 不 同 的 研 
究 对 象 其 受 力图 是 不 同 的 ;，@ 确 定 研 究 对 象 的 受 力 的 数目 ， 作 用 在 研究 对 象 上 的 力 必须 有 
明确 的 施 力 物 体 ， 可 按 先 画 主动 力 再 画 约束 反 力 的 方法 ， 画 出 作用 在 研究 对 象 上 的 所 有 外 
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力 ; 回 分 析 两 物体 间 的 相互 作用 力 时 ， 应 遵循 作用 与 反作用 定律 。 


本 章 小 结 





1. 静 力学 主要 研究 作用 于 物体 上 力 系 的 平衡 。 具 体 研 究 3 个 方面 的 内 容 : 四 物体 
的 受 力 分 析 ; 回力 系 的 等 效 替 换 ; @ 力 系 的 平衡 条 件 。 

2. 力 是 物体 间 的 相互 机 械 作用 ， 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运动 状态 发 生变 化 ， 或 使 
物体 产生 变形 。 力 是 矢量 ， 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 点 称 为 力 的 三 要 素 ， 力 的 作用 效应 
完全 由 力 的 三 要 素 决 定 。 作 用 在 刚体 上 的 力 可 以 沿 着 力 的 作用 线 移动 ， 力 为 滑动 失 量 。 
作用 在 物体 上 的 力 可 以 划分 为 主动 力 和 约束 反 力 两 类 。 作用 在 物体 上 的 一 群 力 称 为 
力 系 。 

3. 静 力 学 公理 是 力学 的 最 基本 、 最 普遍 的 客观 规律 。 力 的 平行 四 边 形 公理 益 明 了 
作用 在 物体 上 的 最 简单 力 系 的 合成 规则 。 二 力 平衡 从 理 阅 明了 作用 在 物体 上 的 最 简单 
力 系 的 平衡 条 件 。 加 减 平衡 力 系 原理 是 研究 为 系 等 效 变换 的 依据 ， 由 该 原理 可 导出 力 
的 可 传 性 、 三 力 平 衡 汇 交 定 理 两 个 推论 。\ 作用 和 反作用 定律 闹 明 了 两 个 物体 相互 作用 
的 关系 。 刚 化 原理 阅 明 了 变形 体 抽 象 成 刚体 模型 的 条 件 , 并 指出 刚体 平衡 的 必要 和 充 
分 条 件 只 是 变形 体 平衡 的 必 当 条 件 % 

4. 约束 和 约束 反 力 。, 对 菲 自由 体 的 运动 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约束 。 如 有 柔 索 
约束 、 光 滑 接 甬 面 约束 ;光滑 镜 链 约束 、 滚 动 支 座 \ 球 匀 链 、 止 推 轴 承 等 。 约 束 对 非 
自由 体 施加 的 力 称 为 约束 反 力 。 约 束 反 力 的 方向 与 该 约束 所 能 阻碍 物体 运动 的 方向 相 
反 。 画 约束 乒 力 时 、 应 分 别 根据 每 个 约束 本 身 的 特性 ， 确 定 约束 反 力 的 方向 。 

5. 物体 的 受 力 分 析 和 受 力图 是 研究 物体 平衡 和 运动 的 前 提 和 基础 。 画 物体 的 受 力 
图 时 ， 首 先 要 明确 研究 对 象 ， 解 除 约束 ， 把 研究 对 象 同 周围 的 物体 相 分 离 ; 然后 画 出 
已 知 的 主动 力 ; 最 后 根据 约束 的 类 型 和 特性 画 出 约束 反 力 。 











1. 力 的 矢量 和 Fa =F, + F, 和 力 的 代数 和 Fa = F,+ F, 有 何 区 别 ? 
2. 试 说 明 下 列 各 个 式 子 的 意义 和 区 别 : CDF = Е; (2)F SF; (3) 力 F, 987 
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3. 二 力 平衡 条 件 、 作 用 和 反作用 定律 都 是 说 二 力 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 两 者 有 何 区 别 ? 
4. 什么 叫 二 力 构 件 ， 分 析 二 力 构件 受 力 时 与 构件 的 形状 有 无 关系 ? 

5. 在 静 力 学 五 个 公理 和 两 个 推论 中 ， 哪 几 个 公理 和 推论 只 适合 于 刚体 ? 

6. 车 作用 于 刚体 上 的 3 个 力 共 面 且 汇 交 于 一 点 ， 则 刚体 一 定 平衡 反之 ， 若 作用 于 
刚体 上 3 个 力 共 面 ， 但 不 汇 交 于 一 点 ， 则 刚体 一 定 不 平衡 。 这 话 对 吗 ? 为 什么 ? 
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7. 如 图 1.27 所 示 , 杆 AB 在 点 A 和 B 处 设置 约 

W, 并 受 主 动力 的 作用 而 平衡 。 若 A J EE ВЕСНЕ ЭС а š 

E, KEARE Fa 的 作用 线 与 AB 成 夹 角 a 二 135"， 4 - в 
则 B 处 应 设置 何 种 约束 ? 该 约束 如 何 设置 ? 试 举 出 一 种 | 、 | 1 

约束 ， 并 作 图 表示 。 


8. 如 图 1. 28 所 示 ， 各 物体 的 受 力图 是 否 有 误 ? 若 图 1.27 第 7 题 图 
有 误 ， 如 何 改 正 ? 




































































图 1.28 第 8 题 图 
9. 如 图 1.29 所 示 ， 各 物体 的 受 力 图 是 否 有 误 ? 若 有 误 ， 如 何 改正 ? 








图 1.29 第 9 题 图 


е 10. 如 图 1.30 所 示 , ЖШ F (ЕЛЕ etek C 处 ， 
ЖЕЛЕО НЕ. 试 根据 以 下 不 同 的 研究 对 象 ， 画 受 
力图 。(1) 分 别 画 出 左 拱 AC、 右 拱 ВС, НЕ C 的 受 力图 ; 
DEHE CEF AC， 分 别 画 出 左 拱 AC 和 右 拱 BC 的 受 
力图 ; (3) 若 销 钉 C 属于 BC， 分 别 画 出 左 拱 АС 和 右 拱 BC 

图 1.30 第 10 题 图 的 受 力图 。 
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2] 题 











1. 如 图 1. 31 所 示 ， 画 出 各 图 中 物体 A、ABC 或 构件 AB、AC、BC、CD 的 受 力图 。 















































图 中 没有 画 出 重力 的 物体 表示 其 重量 忽略 不 计 ， 并 假设 各 接触 面 均 为 光滑 接触 面 。 
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图 1.31 第 1 题 图 
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2. 如 图 1.32 所 示 ， 夯 出 其 中 每 个 标注 字母 的 物体 的 受 力图 。 没 有 夯 重 力 的 物体 的 重 
量 忽略 不 计 ， 并 假设 各 接触 面 均 为 光滑 接触 面 。 























图 1.32 第 2 题 图 
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3. 如 图 1.33 所 示 ， 夯 出 图 中 每 个 标注 字母 的 物体 的 受 力图 及 系统 整体 的 受 力图 。 没 
有 画 重力 的 物体 的 重量 忽略 不 计 ， 并 假设 各 接触 面 均 为 光滑 接触 面 。 















































(m) m) (o) 
图 1.33 第 3 题 图 
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教学 目标 


本 章 主要 介绍 平面 汇 交 力 系 、 平 面 力 偶 系 、 平 面 平行 力 系 和 平面 一 般 力 系 。 通 过 本 章 
的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

D 理解 力矩 、 力 偶 、 主 失 、 主 矩 等 基本 概念 理解 合力 投影 定理 、 合 力矩 定理 、 力 
线 平移 定理 等 基本 定理 。 

(2) 掌握 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 和 解析 法 ， 会 用 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 求解 平衡 问题 。 

(3) 熟练 掌握 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 的 3 种 形式 及 其 适用 条 件 ， 能 够 应 用 平衡 方程 
求解 未 知 力 。 



























知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
(1) 掌握 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 (1) жай 系 的 基本 概念 
平面 汇 交 力 系 (2) 理解 平面 4 fa (2) 力 多 边 形 和 多 边 形 法 则 
ПА (3) 掌握 平面 (3) 2416554 ЮН 
Е 用 平面 РЕР (4) 合力 投影 
kia СИЛ y E E E (1) 2%, Am. hA 
АНТ | (2) 党 所 平面 力 俩 系 的 合 上 (D езі 
Е 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 (3) 力 偶 
а» 力 3 及 简化 结果 讨论 
平面 一 般 力 系 y ғ” 
% 
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力 多 边 形 法 则 ; 力 在 坐标 轴 上 的 投影 ; 合力 投影 定理 ; ЛЯ; 合力 矩 定理 ; 力 偶 ; 力 
ЕН, 力 的 平移 定理 ; FA; ій, 静 定 结构 ; 超 静 定 结构 ; MR AH. 


È 引 例 


根据 力 系 中 各 力作 用 线 的 位 置 ， 力 系 可 分 为 平面 力 系 和 空间 力 系 。 各 力 的 作用 线 同 在 
一 个 平面 内 的 力 系 为 平面 力 系 ， 各 力 的 作用 线 不 在 同一 平面 内 的 力 系 则 为 空间 力 系 。 在 平 
面 力 系 中 ， 又 分 为 平面 汇 交 力 系 、 平 面 力 偶 系 、 平 面 平 行 力 系 和 平面 一 般 力 系 。 其 中 ， 平 
面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 是 两 种 基本 力 系 ， 其 理论 是 研究 一 般 力 系 的 基础 。 本 章 将 讨论 平 
面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 问题 ， 分 析 力 偶 的 特性 以 及 平面 方 香 系 的 洽 成 和 平衡 问题 ， 在 介 
绍 力 的 平移 定理 的 基础 上 ， 探讨 平 面 一 般 力 系 向 一 点 简化 的 方法 并 分 析 简 化 结果 ， 给 出 平 
面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 及 其 平衡 方程 。 

例如 ， 组 合 梁 ACBD  ФЖжлР, ЛЕЕЯМИОИВИАЯНЯЯ Ша 的 作用 ， 且 有 
P= 二 ql，M 二 Pl。 求 支 座 A 和 B 处 的 约束 反 办 


| 2.1 平面 汇 交 力 系 


各 力 的 作用 线 同 处 于 一 个 平面 内 且 汇 交 于 一 点 的 力 系 ， 称 为 平面 汇 交 力 系 。 力 系 合成 
与 平 稀 的 几何 法 是 以 静 力 学 公理 为 依据 ， 主 要 应 用 几何 作 图 (简单 的 可 结合 三 角 关 系 计算 ) 
方法， 研究 力 系 中 各 分 力 与 合力 的 几何 关系 。 从 而 得 出 力 系 合成 与 平衡 的 几何 条 件 。 由 
于 空间 力 系 作 图 不 方便 ， 所 以 这 种 方法 主要 适用 于 平面 力 系 。 对 于 平面 汇 交 力 系 ， 并 不 要 
求 力 系 中 各 分 力 的 作用 点 位 于 同一 点 ， 因 为 根据 力 的 可 传 性 原理 ， 只 要 这 些 力 的 作用 线 汇 
交 于 一 点 即 可 。 














2.1.1 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 








作用 于 任 一 刚体 上 的 作用 力 Fl 、F;、F;、F,， 它 们 的 作用 线 汇 交 于 点 A， 组 成 一 平 
面 汇 交 力 系 ， 如 图 2. 1(a) 所 示 。 由 力 的 可 传 性 原理 ,将 这 些 力 沿 着 它们 各 自 的 作用 线 移 至 
汇 交 点 A， 如 图 2.1(b) 所 示 。 根 据 力 的 三 角形 法 则 ， 将 各 力 依次 合成 ， 即 从 任意 点 a ЕЖ 
E ab 代表 力 和 撩 FF， 在 其 末端 5 作 矢 量 be 代表 力 矢 下 WER ас 表示 力 和 撩 Fl 和 F, 的 合 
JK Еа» 然后， 从 点 < 作 矢 量 cd 代表 力 矢 Fi. W ad 表示 Fa 和 F, 的 合力 Без 最 后 ， 
从 点 d ERE de КАРЛУК Е,. W ае REIR Fre F 的 合力 矢 ， 亦 即 原 汇 交 力 系 F, 
Р. Ез. F, 的 合力 和 撩 Fe， 其 大 小 和 方向 如 图 2. 1(c) 所 示 ， 合力 Fa 的 作用 线 过 汇 交 点 A. 

实际 作 图 时 ， 不 必 画 出 虚线 所 示 的 中 间 合 力 Fa 和 Fz， 只 需要 把 各 分 力 矢 首尾 相 接 
形成 一 个 不 封闭 的 多 边 形 apcde， 则 第 一 个 力 矢 Е, 的 起 点 a 向 最 后 一 个 力 和 撩 F, 的 终点 
作 ae， 即 得 合力 和 撩 Fe 。 各 分 力 矢 与 合力 矢 构 成 的 多 边 形 称 为 力 多 边 形 , 合力 和 撩 是 力 多 边 
形 的 封闭 边 。 这 种 求 合力 的 几何 作 图 法 称 为 力 多 边 形 法 则 。 如 图 2. 1(d) 所 示 ， 若 改变 各 力 
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第 2 量 。 平面 力 系 





矢 的 作 图 顺序 ， 所 得 的 力 多 边 形 的 形状 虽 有 不 同 ， 但 这 并 不 影响 最 后 所 得 的 封闭 边 的 大 小 
和 方向 ， 即 不 会 影响 力 系 合成 或 简化 的 最 终结 果 。 应 当 注 意 ， 各 分 力 矢 必须 首尾 相 接 ， 环 
绕 力 多 边 形 周边 的 同一 方向 ， 而 合力 矢 则 逆向 封闭 多 边 形 。 














F; 





(a) 


(d) 


图 2.1 平面 汇 交 力 系 的 九 何 合成 


将 上 述 方法 推广 到 由 7 个 力 FI、F;、*… F, 组 成 的 平面 汇 交 力 系 ， 可 得 结论 : 平面 

汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 ， 其 合力 的 大 小 和 方向 等 于 各 分 力 的 矢量 和 (几何 和 )， 合 
力 的 作用 线 通过 汇 交 点 。 可 用 矢量 式 表示 为 

Feo в, + + F, = БҚ (2-1) 


若 力 系 中 各 力 的 作用 线 沿 同一 直线 ， 则 称 此 力 系 为 共 线 力 系 。 共 线 力 系 是 平面 汇 交 力 
系 的 特殊 情况 ， 它 的 力 多 边 形 在 同一 直线 上 。 若 沿 直线 的 某 一 指向 为 正 ， 相 反 为 负 ， 则 力 
系 合力 的 大 小 与 方向 取决 于 各 分 力 的 代数 和 , 即 


Fr =F, +F, +: +F, = >F, 2-2) 
i=l 


【 例 2.1】 位 于 同一 平面 内 的 三 根 钢 索 边 连接 在 一 国定 环 上 ， 如 图 2. 2(a) 所 示 ， 已 知 
三 钢 索 的 拉力 分 别 为 Е,--500Х. F,=1000N, 天 一 2000N。 试 用 几何 作 图 法 求 三 根 钢 索 
在 环 上 作用 的 合力 。 

解 : (1) 确定 力 的 比例 尺 ， 如 图 2.2 所 示 。 

D 应 用 力 多 边 形 法 则 ， 将 力 矢 Е. F, AF НЕН. АНАЛАР 的 起 点 a 至 
JIR F, 的 终点 а 连 一 直线 ， 此 封闭 边 撩 量 ad MAHR Fa, ШІН 2. 2(b) 所 示 。 

(3) 用 直 尺 和 量 角 器 ， 确 定 合力 矢 Fr 的 大 小 和 方向 。F 二 2840N， 合 力 矢 Ек GIR 
F, 的 夹 角 为 81"， 即 合力 矢 Fs 与 x 轴 的 夹 角 为 21°. 结果 如 图 2. 2(a) 所 示 。 



































2.1.2 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 
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平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 。 显 然 ， 如 果 物 体 在 平面 汇 交 力 系 的 作用 下 处 了 
平衡 状态 ， 那 么 该 力 系 的 合力 必 等 于 零 。 反 之 ， 如 果 作 用 在 物体 上 的 平面 汇 交 力 系 的 合力 
等 于 零 ， 那 么 物体 必 处 于 平衡 状态 。 因 此 ， 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 该 力 
系 的 合力 等 于 零 。 即 






































М4 


Fe = S)F,— 0 (2-3) 


Жаа 
在 几何 法 中 ， 平 面 汇 交 力 系 的 合力 是 由 力 多 边 形 的 封闭 边 表示 的 。 因 此 ， 要 使 合力 等 
于 零 ， 则 封闭 边 的 边 长 必须 为 零 ， 即 力 多 边 形 的 起 点 和 终点 重合 ， 这 种 情况 称 为 力 多 边 形 


自行 封闭 。 可 见 ， 平 面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 与 充分 的 几何 条 件 是 : 该 力 系 的 力 多 边 形 自行 











(b) 
图 2.2、 钢 索 拉力 的 几何 合成 


求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 可 用 图 解法 ， 即 用 比例 尺 先 画 出 封闭 的 力 多 边 形 ， 然 
后 量 得 所 要 求 的 未 知 量 。 同 时 ， 也 可 根据 图 形 的 几何 关系 用 三 角 公式 计算 所 需求 解 的 量 。 

【 例 2.2] 水 平 梁 АВ 的 中 点 C 作用 着 力 Fe 其 大 小 等 于 20kN， 方 向 与 梁 的 轴线 成 
60 角 ， 支 承 情况 如 图 2. 3(a) 所 示 。 若 不 计 梁 的 自重 ， 试 求 固定 铵 链 支 座 A 和 滚动 支 座 如 
处 的 约束 反 力 3 











2.3 水 平 梁 的 受 力 分 析 


解 : (1) 取 梁 AB 为 研究 对 象 ， 解 除 所 有 约束 ， 画 出 梁 AB 的 简 图 。 

(2) 画 受 力 图 。 作 用 在 梁 AB 上 的 力 有 : 主动 力 Fe; ЖӘЕ B 处 的 约束 反 力 Fa， 
方向 垂直 于 支承 面 ， (АА СЕС А 处 的 约束 反 力 F4， 由 于 梁 AB 受 Fe、Fs 和 Fa3 个 
力 的 作用 而 平衡 ,根据 三 力 平衡 汇 交 定 理 ，Fs 的 作用 线 必 通过 Ер 和 Ps 的 交点 D， 如 
图 2. 3(b) 所 示 。 所 得 的 力 系 是 平面 汇 交 力 系 。 

(3) 应 用 平衡 的 几何 条 件 画 出 力 F,. Ел 和 Fs 的 封闭 三 角形 。 为 此 ， 先 画 已 知 力 矢 
Fp， 然后 自力 和 撩 Fr 的 起 点 a 和 终点 2 分 别 作 直 线 平 行 于 力 矢 Fa 和 Fa， 两 直线 相交 于 点 
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2 БЕЗІ 


c， 得 力 三 角形 абс. К be 和 ca 分 别 表示 力 矢 Fa 和 Fs 的 大 小 和 方向 ， 如 图 2. 3(c) 
所 示 。 
(4) 求 得 结果 。 由 三 角 关 系 ,， 得 
Ел = Еъсоѕ30°=17. 3kN, Fr 一 Fesin30" 一 10kN 
Fa 和 Fs 的 方向 如 图 2. 3(c) 所 示 。 


2.1.3 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 





求解 平面 汇 交 力 系 问题 的 几何 法 ， 具 有 直观 简捷 的 优点 ， 但 是 ， 作 图 时 的 误差 难以 各 
免 ， 为 此 ， 工 程 中 常用 解析 法 来 求解 力 系 的 合成 与 平衡 问题 。 解 析 法 以 力 在 坐标 轴 上 的 投 
影 为 基础 。 先 介绍 力 在 坐标 轴 上 的 投影 。 

设 在 刚体 上 的 点 A 位 置 处 作用 力 正 ， 如 图 2. 4 
所 示 。 在 力 正 作 用 的 平面 内 建立 Oxy 坐标 系 ， 由 力 
的 起 点 A 和 终点 B 分 别 向 x METR, a 
和 2， 这 两 条 重 线 在 工 轴 上 所 截取 的 线段 必 ， 再 冠 以 
相应 的 正 负 符号 ， 称 为 力 矢 正 在 轴 上 的 投影 用 
F, 表示 。 力 在 坐标 轴 上 的 投影 是 代数 是 ;其 正 负 号 
规定 如 下 ， 当 由 a 到 的 方向 与 衬 轴 的 正方 向 一 至 
时 ， 力 的 投影 为 正 值 ， 反 之 为 负 值 。 同 理 ， 自 点 A 
MB 分 别 向 y MEER BR aM, WAWR 0274005 
重 线 在 y 轴 上 所 截取 的 线段 wj， 称 为 力 矢 ЕЗЕУ за хна ьн 
MEWE F. 

设 a 和 记分 别 表示 力 拓 与 x Жу 轴 正 向 的 夹 角 ， 则 由 图 2.4 可 得 
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Е, = Есоѕа 
(2-4) 
Е, = Есоѕв 
又 由 图 2.4 n] 81, HR F nye ӘЛІЖЕ, 和 下 ,， 其 分 力 与 投影 之 间 的 关系 为 
Е,-Ей, F,=F,j (2-5) 
ж. ілі) ARRE 2 和 y НИ АСЕ, А. JIR ЕТӘ А 
下 一 Fi 十 FJ (2-6) 
反之 ， 若 已 知 力 矢 下 在 坐标 轴 上 的 投影 下 和 下 ,， 则 该 力 的 大 小 和 方向 余弦 为 
F=/F +F, l (2-7) 


cosa=F,/F, соңб-Е,/Е| 

应 该 注意 的 是 ， 力 的 投影 和 力 的 分 量 是 两 个 不 同 的 概念 。 力 的 投影 是 代数 量 ， 而 力 的 

分 量 是 矢量 。 投 影 无 所 谓 作用 点 ， 而 分 力作 用 点 必须 作用 在 原 力 的 作用 点 上 。 此 外 ,， 仅 在 
直角 坐标 系 中 力 在 坐标 轴 上 的 投影 的 绝对 值 和 力 沿 该 轴 分 量 的 大 小 相等 。 

下 面 研究 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 。 设 一 平面 汇 交 力 系 如 图 2. 5 所 示 ， 在 由 几何 法 

所 得 的 力 多 边 形 ABCDE 的 平面 内 建立 直角 坐标 系 Ozy， 封 闭 边 AE 表示 该 力 系 的 合力 矢 

FEFR， 在 力 多 边 形 所 在 位 置 ， 将 所 有 的 力 矢 都 投影 到 工 轴 和 > 轴 上 ,得 

Еһтае. В, ba, Е,-бс», Е,ш-са. Е, =ае 


























AW 


Жаа 


Fa =a'e', Fi,=a’b’, F, =b'e', 
Еу-са, F,=—ed' 

由 图 2.5 可 知 
ae 一 一 pa 十 pc 十 cd 十 de， 
a'e'=a'b'+b'c'+c'd'—e'd' 
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Fre=Fis+ Fat Fst Fo, 
- Е-Е, ЕЕ, + F; “В, 


将 上 述 关系 式 推广 到 任意 平面 汇 交 力 系 情 
图 2.5 解析 法 合成 平面 汇 交 力 系 JE, 得 




















Е. =F HFa HHF DP 
Fe =F, +F, +e +F, =F 
此 即 为 合力 投影 定理 : 合力 在 任 一 轴 上 的 投影 ， 等 于 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 。 
合力 矢 的 大 小 和 方向 余弦 为 
Е. =/Е, Foy V СУЕ, F 02 F,)2 


, — Fes х, а а Ғы БЫ 
cos(Frk, 站 一 RS со (Қ, j)= Ry — Fr | 


(2-8) 











(2-9) 





【 例 2.31 位 于 同 平面 内 的 3 根 钢 索 系 于 一 固 
定 环 上 ， 如 图 2.6 所 示 , 已 知 3 根 钢 索 的 拉力 分 
别 为 F, = 5003, Е; = 10003. F,=2000N, 试用 
解析 法 求 3 根 钢 索 在 环 上 作用 的 合力 。 

解 : 建立 图 2.6 所 示 的 直角 坐标 系 。 根据 合 
力 投 影 定理 , 有 

Fre =F,,+F,,+F,,=F,icos60°+ F, РЕ; соѕ45° 
=2664N 
Fa =F,,+F,,+F,,=Fisin60°—F,sin45°=—981N 
式 (2- 9)， 得 合力 Fr 的 大 小 为 
Fr=V Fk, Ер, =/26642 + (—981)2 一 2840N 
合力 Fr 的 方向 为 







































































26 解析 法 合成 钢 索 拉力 


Fr 
Fr 














| 2664 
2 


840 0.938, а--20.5 


cosa 


2.1.4 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 




















式 (2-3) 可 知 , 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 该 力 系 的 合力 Fr 等 于 零 。 
根据 式 (2-9)， 有 




















Е. =уЕ, ЕБ, V СЕ) + СЕ) =0 





EY 


要 使 上 式 成 立 ， 必 须 同时 满足 


28 а/ж 


УЕ,=0, ХЕ,-0 (2-10) 


式 (2-10) 表 明 , 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 


件 是 : 力 系 中 各 力 在 两 个 坐标 轴 上 投影 


的 代数 和 分 别 等 于 零 。 式 (2 - 10) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 (equilibrium equations) 。 


这 是 两 个 独立 的 方程 ， 因 而 可 以 求 出 两 个 未 知 量 。 





【 例 2. 4】 起 重 机 可 借助 于 绕 过 滑轮 B 的 绳索 将 重 书 一 20kN 的 重 物 匀速 吊 起 ， 绞 车 
的 绳子 绕 过 光滑 的 定 滑 轮 D. ШІН 2.7(a) 所 示 ， 滑轮 B 用 杆 AB 和 杆 BC 支撑 。 若 不 计 杆 





AB. #F BC 和 滑轮 B 的 大 小 和 自重 , 试 求 杆 AB 和 杆 BC 所 受 的 力 。 














解 : (1) 取 研究 对 象 。 杆 AB 和 BC 都 是 二 力 杆 ， 假 设 均 受 拉力 ， 如 图 2.7(c) 所 示 。 
若 能 将 杆 AB 和 BC 作用 于 滑轮 B 的 力求 出 ， 则 两 杆 所 受 的 力 可 以 依据 作用 与 反作用 定律 
求 出 。 同 时 ， 重 物 的 重力 和 绳索 的 拉力 都 作用 于 滑轮 上 ， 因 此 取 滑 轮 B 为 研究 对 象 。 

















(2) 画 受 力图 。 重 物 通 过 绳索 直接 将 拉力 Fr 





施加 于 滑轮 一 侧 ， 因 重 物 匀 速 上 升 ， 从 





而 拉力 Fr 一 已 ， 而 绳索 又 在 滑轮 的 另 一 侧 施加 同样 天 小 的 拉力 ， 即 Ет- Ет. УК. F 





AB 和 杆 BC 对 滑轮 的 约束 反 力 分 别 为 Fa 和 Fne。 
个 平面 汇 交 力 系 ， 如 图 2.7(b) 所 示 。 





因为 不 计 滑轮 的 大 小 ， 所 以 各 力 组 成 一 





(a) (b) 


(c) 


图 2.7 起 重 架 受 力 分 析 


(3) 列 平衡 方程 。 以 B 为 原点, 绘制 坐标 系 Bzy. WE 2. 7(b) 所 示 。 从 而 











ХЕ,-о. Fa 一 Frsin30" 一 Foccos30" 一 0 











ХЕ,-о, P— Frcos30°— Fx sin30°=0 


将 P=Fr=20kN 代入 上 式 ， 解 得 


Fra=56.64kN, Fr 一 一 


74. 64kN 


需要 注意 的 是 ， 在 图 2.7009. RH Fu 和 Fw 的 方向 是 假定 的 。 当 由 平衡 方程 求 
得 的 某 一 未 知 力 的 值 为 正 时 ， 表示 原先 假定 的 该 力 的 方向 与 实际 方向 相同 ; 当 求 得 的 未 知 
力 为 负 时 ， 表示 该 力 的 方向 与 实际 方向 相反 。 在 本 例 中 , ЖЗ Fa 为 正 值 ， 表 明 实 际 方向 





与 假定 方向 相同 ， 杆 AB 受 拉 力 . ЖАВ 为 拉杆 ; 


方向 相反 ,， 杆 BC 实际 受 压力 ， 杆 BC 为 压 杆 。 














求 得 Fx 为 负 值 ， 表 明 实际 方向 与 假定 


【 例 2. 5】 平面 连 杆 机 构 ABCD 如 图 2. 8(a) 所 示 ,， 各 杆 的 自重 均 不 计 ， 在 铵 链 孔 和 C 











处 分 别 受 到 Е, 和 F, 的 作用 。 试 求 连 杆 机 构 处 于 


图 示 位 置 时 , J F, M F 的 关系 。 





SSW) 


Жаа 





图 2.8 连 杆 机 构 受 力 分 析 


解 : 该 题 是 一 个 物体 系统 平衡 的 问题 。 从 系统 整体 来 分 析 , 平面 机 构 受 到 主动 力 F. 
和 F, ДЛЕ A 和 DD 处 的 约束 反 力 Ел 和 Foc 的 作用 ， 该 力 系 不 是 平面 汇 交 力 系 ， 因 而 
不 宜 取 整体 为 研究 对 象 。 由 于 未 知 力 F 和 F, ЖИЕНІ B MEC E. £ B RUC EJ 
受 平面 汇 交 力 系 的 作用 ， 所 以 可 通过 研究 匀 B R C 的 平衡 来 确定 Fl 和 F, 的 关系 。 

(1) HOB B 为 分 离 体 。 £ B 除 受 主动 力作 几 外 ， 还 受 二 力 杆 BA 和 BC 的 约束 反 
JJ Fi Еһ ЕЛІ. B B 的 受 力图 如 图 2. 8Cb) 所 示 。 因 为 约束 反 力 Fa 不 必 求 出 ， 所 以 
选取 工 轴 与 Fa 垂直 。 从 而 有 

УЕ, =0, NFiaos30" 一 Fuccos15" 一 0 (a) 

(2) Huge C ВИА. СИ ЕЗІЛЕ. 作用 外 ,还 受 二 力 杆 CB 和 CD 的 约束 反 力 
Fo Ес ЕЈ. 匀 C 的 受 力图 如 图 2.8(c) 所 示 。 因 为 约束 反 力 Fo 不 必 求 出 ， 所 以 选取 
工 轴 与 Fm 垂 直 。 从 而 有 














УЕ, =0, Е,сов607-- Fes соѕ30°=0 (b) 
比较 式 (a) 和 式 人 by， 并 注意 到 Fa 三 En 解 得 
F, /F,=0. 644 


通过 以 上 的 分 析 和 求解 过 程 可 以 发 现 ， 在 求解 平衡 问题 时 ， 要 恰当 地 选取 分 离 体 ， 并 
选择 合适 的 坐标 系 ， 从 而 以 最 简捷 和 最 合理 的 途径 完成 求解 工作 。 此 外 ， 要 尽量 避免 求解 
联 立 方程 组 ， 以 提高 计算 效率 。 








| 2.2 力 对 点 之 矩 和 平面 力 偶 


力 对 刚体 的 作用 效应 使 刚体 的 运动 状态 发 生 改 变 。 对 于 刚体 的 运动 状态 ， 不 仅 包括 移 
动 状态 ， 而 且 包括 转动 状态 。 其 中 , 力 对 刚体 的 移动 效应 可 用 力 矢 来 度量 ， 而 力 对 刚体 的 
转动 效应 可 用 力 对 点 之 矩 来 度量 ， 力 对 点 之 抢 简 称 力 矩 (moment)， 即 力矩 是 度量 力 对 刚 
体 转动 效应 的 物理 量 。 








221 力 对 点 之 矩 


如 图 2. 9(a) 所 了 示 ， 扳 手 旋转 螺母 ， 设 螺母 可 绕 点 O 转动。 根据 经 验 可 知 ， 螺 母 能 否 
转动 ， 不仅 取 决 于 作用 在 扳手 上 的 力 下 的 大 小 ， 而 且 还 与 点 O 到 下 的 作用 线 的 垂直 距离 4 
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有 关 。 因 此 ， 用 力 下 与 4 的 乘积 作为 力 下 使 螺母 绕 点 O 转动 的 度量 。 其 中 ， 距 离 d 称 为 
五 对 点 O hh (moment arm)， 点 O 称 为 矩 心 (center of moment)。 转 动 有 逆 时 针 和 顺 时 
针 两 个 转向 ， 一 般 采 用 正 负 号 表示 转动 方向 。 在 平面 问题 中 ， 力 对 点 之 矩 定义 为 : 





























29 力 对 点 之 矩 的 定义 


力 对 点 的 矩 是 一 个 代数 量 ， 它 的 绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 臂 的 乘积 ， 它 的 正 负 号 通常 
规定 为 : 力 使 物体 绕 矩 心 逆 时 针 转 动 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 
力 对 点 之 矩 以 符号 MORR. WH 





МР) = + а (2-11) 
由 图 2. 9(b) 可 见 ， 力 下 对 点 O 之 矩 的 大 小 也 可 用 三 角形 OAB 面积 的 两 倍 来 表示 ， 即 
Mo(F) = +2Аунв (2-12) 


式 中 ，Asow 为 三 角形 OAB 的 面积 ， 如 图 29(b) 所 示 。 
当 力 的 作用 线 通过 和 矩 心 时 ， 该 力 对 和 矩 心 的 力矩 等 于 零 光 - 当 力 沿 其 作用 线 移 动 时 ， 力 对 
点 之 矩 保 持 不 变 。 力 矩 的 单位 常用 牛顿 。 米 (Nm) 或 千 牛 顿 . 米 (kN m), 


2.2.2 合力 矩 定理 


在 计算 为 系 的 合力 矩 时 ， 经 常 应 用 合力 矩 定理 进行 求解 。 合 力矩 定理 表述 为 : 平面 汇 
交 力 系 的 合力 对 其 平面 内 任 一 点 之 矩 等 于 所 有 各 分 力 对 同一 点 之 矩 的 代数 和 ， 即 


Mo(Fr)= 21Mo(F,) (2-13) 


根据 力 系 等 效 概念 ， 式 (2 - 13) 显 然 成 立 ， 且 式 (2- 13) 适 用 于 任何 有 合力 存在 的 
力 系 。 

如 图 2. 10 所 示 , BAJ F. HAAGI, VREER ao WRI ЕЕ ZE, 
可 按 式 (2- 13)， 通 过 其 分 力 F, МЕ, 对 点 O 之 和 矩 而 得 
到 ， 即 

Mo(F)=Mo(F,)+Mo(F,)=xFsina— уЕсоѕа 














或 

Mo(F)=<=F,—yF, (2-14) 
Жар, + 和 y 为 力 F 作用 点 的 坐标 ，F, Е, 为 力 F 在 
+ 和 >y 轴 上 的 投影 。 式 (2 - 14) 为 平面 内 力矩 的 解析 表 | 











达 式 。 т 
将 式 (2- 14) 代 入 式 (2- 13)， 可 得 合力 Fr 对 坐标 原 
点 的 解析 表达 式 ， 即 图 2. 10 力 对 坐标 原点 的 解析 表达 


М4 


l 
Жаа 
Mo(Fr)= Уа aE) (2:15) 


【 例 2.61. 试 计 算 图 2.1 (0 УЕА 之 矩 。 














图 2.11 力 对 点 之 矩 
解 : 该 题 可 以 用 3 种 方法 计算 力 下 对 点 之 矩 Ma(F)。 








а» 由 力矩 的 定义 计算 。 由 图 中 的 几何 关系 求 力 臂 ， 即 
а = Арѕіпа= (AB—DB)sina= (AB— BCcota)sina 
= (a—bcota)sina= asina —bcosa 




















因此 ， 有 
M.(F)=Fd= F(asina—bcosa) 

(2) 根据 合力 矩 定理 计算 。 将 力 正 在 点 СМИ S FE2802rJ Е, ЯІЕ,. MH 

图 2. 11(a) 所 示 ， 则 有 
Е,--Есоза. F,=Fsina 
由 合力 矩 定理 ， 可 得 
MA(F)=MA(F,)+MA(F,) F,b+F,a =F(asina—bcosa) 

(3) 首先 将 力 下 移 至 点 D， 然 后 将 力 下 分 解 为 两 个 正 交 的 分 力 F, MEF, WE 2.11 

(b) 所 示 ， 其 中 Е, 通过 矩 心 A， 力 矩 为 零 ， 由 合力 矩 定理 ， 可 得 
М\(Е) =М,(Е,) =F, • AD=Fsina(a—bcota)=F(asina—bcosa) 

综 上 所 述 ， 通 常 可 采用 两 种 方法 计算 力矩 ， 其 一 是 直接 计算 力 臂 ， 由 定义 求 力矩 ;其 
二 是 应 用 合力 矩 定理 求 力矩 。 应 用 合力 矩 定理 计算 时 ， 应 注意 以 下 两 点 : 加 将 一 个 力 恰当 
也 分 解 为 两 个 相互 垂直 的 分 力 ， 利 用 分 力 取 矩 ， 并 注意 取 拖 方向 ; @ 刚 体 上 的 力 可 沿 其 作 
线 移动 ， 因 此 ， 力 可 在 作用 线 上 任 一 点 分 解 ， 而 具体 选择 哪 一 点 进行 分 解 ， 其 原则 是 使 
分 解 之 后 的 两 个 分 力 取 矩 比较 简便 。 






























































2.2.3 力 偶 和 力 偶 矩 











在 日 常生 活 和 工程 实际 中 ， 常 可 见 到 汽车 司机 用 双手 转动 方向 盘 [图 2. 12(a)]、 电 动 
机 的 定子 磁场 对 转子 作用 电磁 力 使 之 旋转 [图 2.12(b)]、 钳 工 用 丝锥 攻 螺 纹 等 。 在 方向 
盘 、 电 动机 转子 、 丝 锥 等 物体 上 ， 都 作用 了 成 对 的 等 值 、 反 向 且 不 共 线 的 平行 力 。 显 然 ， 
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第 2 量 ” 平面 力 系 


等 值 反 向 平行 力 的 矢量 和 等 于 零 ， 但 是 由 于 这 对 力 不 共 线 而 不 能 相互 平衡 ， 它 们 能 使 物体 
改变 转动 状态 。 这 种 由 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 且 不 共 线 的 平行 力 组 成 的 力 系 ， 称 为 力 偶 
(couple)， 如 图 2. 13 所 示 ， 记 作 (F，F')。 力 偶 的 两 力 之 间 的 垂直 距离 d 称 为 力 偶 臂 (arm 
of couple) ， 力 偶 所 在 的 平面 称 为 力 偶 的 作用 面 。 

力 和 力 偶 是 静 力 学 中 的 两 个 基本 要 素 。 力 偶 不 能 合成 为 一 个 力 ， 也 不 能 用 一 个 力 来 平 
衡 。 力 偶 是 由 两 个 力 组 成 的 特殊 力 系 ,其 作用 只 改变 物体 的 转动 状态 。 力 偶 对 物体 的 转动 
效应 可 以 用 力 偶 矩 来 度量 ， 即 用 力 偶 的 两 个 力 对 其 作用 面 内 某 点 之 矩 的 代数 和 来 度量 ， 如 
图 2. 13 所 示 。 力 偶 对 点 O 之 矩 Mo(F, Е) 

Mo(F, F')=Mo(F)+Mo(F')=Fx—F(d+x)=—Fd 

由 于 和 矩 心 O 是 任 选 的 ， 上 式 表明 力 偶 的 作用 效应 取决 于 力 的 大 小 、 力 偶 辟 的 长 短 以 及 
力 偶 的 转动 方向 ， 而 与 矩 心 的 选择 无 关 。 因 此 ,在 平面 问题 中 * 将 力 偶 的 大 小 与 力 偶 臂 的 
乘积 并 冠 以 正 负 号 称 为 力 偶 矩 ， 记 为 M(F, F), RAH M, B 

М=М(Е. F')=+F4=2?ALc (2-16) 
由 此 可 得 出 结论 : 力 偶 矩 是 一 个 代数 量 ， 其 绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 偶 臂 的 乘积 ， 正 
负 号 表示 力 偶 的 转向 ， 通 常规 定 着 时 针 转 向 为 正 * 顺 时 针 转 向 为 负 。 力 偶 矩 的 单位 与 力矩 
的 单位 相同 ， 也 是 牛顿 ， 米 CN， my) 或 千 牛 顿 ， 米 (kN“。m)。 另 外 ， 从 几何 上 来 分 析 ， 力 
偶 矩 在 数值 上 等 于 三 角形 ABC 面积 的 两 倍 ， 如 图 2. 13 所 示 。 













































































(а) (b) 
Е212 方向 盘 和 电动 机 转子 受 力 偶 作 用 图 2.13 218 





于 力 偶 对 物体 只 能 产生 转动 效应 ， 而 该 转动 效应 是 用 力 偶 矩 来 度量 的 。 因 此 ， 可 得 
力 偶 等 效 定理 : 作用 在 刚体 上 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 ， 若 力 偶 矩 相等 ， 则 两 力 偶 彼此 
等 效 。 























力 偶 等 效 定理 ， 可 得 关于 平面 力 偶 性 质 的 两 个 推论 。 

d) 力 偶 可 在 其 作用 面 内 任意 移 转 ， 而 不 改变 其 对 刚体 的 作用 效果 。 也 就 是 说 ， 力 偶 
对 刚体 的 作用 与 它 在 作用 面 内 的 位 置 无 关 ， 如 图 2. 14(a) 和 (b) 所 示 。 

D 只 要 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 力 偶 的 转向 不 变 ， 可 以 同时 改变 力 偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 
臂 的 长 短 ， 而 不 改变 力 偶 对 刚体 的 作用 ， 如 图 2. 14(c) 所 示 。 
此 可 见 ， 力 偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 璧 的 长 短 都 不 是 力 偶 的 特征 量 ， 只 有 力 偶 矩 才 是 力 
偶 作 用 效果 的 唯一 度量 。 因 此 ,工程 中 常用 2. 14(d) 所 示 的 符号 表示 力 偶 ， 其 中 M 表示 力 
偶 矩 的 大 小 ， 带 箭头 的 圆 弧 表示 力 偶 的 转向 。 
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(a) (b) (c) (4) 


图 2.14 力 偶 等 效 





2.2.4 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 条 件 


作用 在 物体 同一 平面 内 的 若干 力 偶 组 成 的 力 系 ， 称 为 平面 力 偶 系 。 平 面 力 偶 系 也 是 一 
种 基本 力 系 。 

设 在 刚体 的 同一 平面 内 作用 有 两 个 力 偶 ME 和 М. M, = Еа. М,---Е,а,. W 
图 2. 15(a) 所 示 ， 求 它们 的 合成 结果 。 首 先 ， 根 据 上 述 力 偶 的 性 质 ， 在 力 偶 作 用 面 内 任 取 
-直线 段 AB 二 d， 将 这 两 个 力 偶 都 等 效 地 变换 为 以 а 为 力 偶 辟 的 新 力 偶 (F;, F;) 和 (F,， 
五 )， 经 变换 后 力 偶 中 的 力 可 由 М.-Еу4/-Е,а. М. Ва, Fd 算出 。 然 后 ， 移 转 
各 力 偶 ， 使 它们 的 力 偶 臂 都 与 AB 重合 ， 则 原平 面 力 偶 系 变换 为 作用 于 点 A 和 B 的 两 个 共 
线 力 系 ， 如 图 2. 15(b) 所 示 二 最 后 ;将 这 两 个 共 线 力 系 分 别 侣 成 ( 设 ЕЕ), 48 

Е-Е,-Е, Ғ-ЕСЕ 
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图 2.15 同 平面 内 两 力 偶 的 合成 
可 见 , 力 F 与 F' 等 值 、 反 向 、 作 用 线 平行 而 不 共 线 ， 构 成 了 与 原 力 偶 系 等 效 的 合力 
偶 (F, F')， 如 图 2. 15(c) 所 示 。 以 М 表示 此 合力 偶 的 矩 ， 得 
M=F4=¿(F,—F,)d4=F,4—F,4=M,-+M, 
若 有 两 个 以 上 的 平面 力 偶 ， 仍 可 按照 上 述 方法 合成 ， 即 平面 力 偶 系 可 以 合成 为 一 个 合 
力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 于 力 偶 系 中 各 个 力 偶 矩 的 代数 和 ， 可 写 为 




















M= M, +M, += +M, = Хм, (2-17) 
їе 


式 (2- 17) 表 明 ， 平 面 力 偶 系 可 以 由 它 的 合力 偶 等 效 代替 。 因 此 ， 若 合力 偶 矩 等 于 零 ， 
则 原 力 系 必定 平衡 反之 ， 若 原 力 偶 系 平衡 ， 则 合力 偶 矩 必 等 于 零 。 平 面 力 偶 系 平衡 的 必 
要 与 充分 条 件 是 : 所 有 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 ， 即 


mi 








mE FEA 


Ум =0 (2-18) 


平面 力 偶 系 只 有 一 个 平衡 方程 ， 可 以 求解 一 个 未 知 量 。 
【 例 2.7] 电动 机 轴 通 过 联 轴 器 与 工作 轴 相 连 。 联 轴 器 上 的 4 个 螺栓 A、B、C、D 的 
孔 心 均匀 地 分 布 在 同一 圆周 上 ， 如 图 2.16 所 示 。 该 圆 的 直径 4 二 150mm， 电 动机 轴 传 给 
联 轴 器 的 力 偶 矩 M 一 2. 5kKN。m。 试 求 每 个 螺栓 所 受 的 力 。 
т. (1) 取 联 轴 器 为 研究 对 象 。 
(2) 画 受 力图 。 作 用 于 联 轴 器 上 的 力 有 电动 机 传 给 联 
轴 器 的 力 偶 ， 以 及 螺栓 的 约束 反 力 ， 如 图 2.16 所 示 。 因 
为 主动 力 为 一 力 偶 , 平衡 时 螺栓 的 反 力 必 构 成 反 力 偶 。 设 
4 个 螺栓 受 力 均 匀 ， 即 Fi 二 F, 二 FF; 二 Fl 二 FR， 则 组 成 两 个 
力 偶 并 与 电动 机 传 给 联 轴 器 的 力 偶 平衡 。 
(3) 列 平衡 方程 求解 。 由 
УМ=0, M—FXAC—FXBD=M=—2Fd=0 















































解 得 





M 2.5 
Е= 5 = -- a 图 2.16 联 轴 器 
24 2х0.15 8.33(kN) 


螺栓 提供 给 联 轴 器 的 力 正 方向 如 图 ,2. 16 所 示 。 根 据 作用 与 反作用 定律 ， 联 轴 器 施加 
给 螺栓 的 力 严 应 与 力 正 的 方向 相反 汪 即 F =F., 

【 例 2.8] 在 图 2.17(a) 所 示 结 构 中 ， 在 构件 AB 上 作用 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 。 若 不 
计 各 构件 的 自重 ,， 试 求 支 座 A 和 C 的 约束 反 力 3 


M 





(a) (b) (c) 


图 2.17 结构 部 件 的 受 力 分 析 


解 : (1) 取 杆 AB 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 作 用 于 杆 AB 为 一 主动 力 偶 M,， ЖА 和 B 施加 给 杆 AB 的 约束 反 力 
Fa 和 Fs 组 成 反 力 偶 与 M 平 衡 ， 且 Fs 二 一 Fs。 如 图 2.17(b) 所 示 。 杆 BC 为 二 力 杆 ， 约 
ЖЫЛ Fc 和 下 5 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 且 Fs 一 一 Fs. Fc 一 Fs 二 Fs 一 Fa， 如 图 2.17(c) 
所 示 。 

(3) 列 平衡 方程 求解 。 由 





ХМ-о. Fd—M=0 
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Жаа 








其 中 
d=V 2а) + (2a)° =2 (а 
解 得 
рМ M _v2M 
ИЕТ" 


约束 反 力 Fa Ес 的 方向 如 图 2. 17(b) 和 图 2. 17(c) 所 示 。 


| 2. 3 平面 一 般 力 系 的 简化 


力 系 中 各 力 的 作用 线 分 布 在 同一 平面 内 ， 但 既 不 汇 交 于 二 点 ， 也 不 相互 平行 ， 这 样 的 
力 系 称 为 平面 一 般 力 系 。 研 究 平面 一 般 力 系 的 简化 及 其 平衡 条 件 ， 对 于 分 析 构 件 的 受 力 和 
解决 工程 中 的 力学 问题 具有 重要 意义 。 

通常 ， 对 于 有 个 力 的 平面 一 般 力 系 ， 可 以 根据 平行 四 边 形 法 则 将 该 力 系 合成 为 一 个 
力 。 但 是 ， 当 合成 过 程 中 出 现 前 面 n 1 个 为 的 合力 与 第 个 力 大 小 相等 、 方 向 相反 而 作 
用 线 不 共 线 的 情况 时 ， 该 力 系 的 合成 结果 就 是 一 个 力 偶 。 因 此 ， 平 面 一 般 力 系 的 合成 结果 
既 可 能 是 一 个 力 ， 也 可 能 是 一 个 为 偶 。 上 上 述 这 种 合成 方法 在 理论 是 可 行 的 ,但 实际 应 用 起 
来 并 不 方便 。 其 一 是 当 力 系 中 力 的 数目 较 多 时 ， 力 系 的 简化 过 程 过 于 烦琐 ， 其 二 是 当 力 系 
中 有 两 个 力 的 作用 线 接近 平行 时 ， 这 两 个 力 的 交点 在 较 远 处 而 难以 作出 其 合力 。 为 此 ， 需 
要 采用 一 种 较为 简便 且 具 普遍 性 的 方法 ， 即 将 平面 一 般 力 系 向 已 知 点 简化 的 方法 。 这 个 方 
法 的 理论 基础 ， 就 是 力 的 平移 定理 。 





2.3.1 力 的 平移 定理 


如 图 2. 18(a) 所 示 ， 在 刚体 点 A 处 作用 有 一 个 力 F， 点 B 为 刚体 上 的 任意 一 点 。 接 
下 来 讨论 这 样 一 个 问题 ， 即 如 何 把 点 A 处 的 力 F 平 行 移动 到 点 BB 位 置 处 ， 而 不 改变 力 F 
对 刚体 的 作用 效果 呢 ?” 为 此 ， 根 据 加 减 平衡 力 系 原理 ， 在 点 B 处 加 上 一 对 等 值 、 反 向 、 
HRH ЕЖЕ. 且 F' 二 F= 一 FP， 如 图 2.18(b) 所 示 。 显 然 , 和 下 组 成 一 个 力 偶 ， 
该 力 偶 称 为 附加 力 偶 ， 其 力 偶 辟 为 4。 这 样 ， 作 用 于 点 A 的 力 五 就 可 以 用 作用 于 点 B 的 一 个 
力 和 一 个 附加 力 偶 MCF, БӘЖ РСҚ. ШІН 2. 18(c) 所 示 。 其 中 ， 附 加 力 偶 矩 为 
M=+Fd=M;(F) 











(a) (b) (c) 


图 2.18 力 的 平移 


(BBY 


8 平面 力 系 


于 是 ， 可 得 力 的 平移 定理 : 作用 于 刚体 上 的 力 正 可 以 从 原来 的 作用 位 置 平 行 移动 





到 刚体 内 任意 指定 点 ,但 必须 附加 一 个 力 偶 ， 该 附加 力 偶 的 矩 等 于 原来 的 力 下 对 指定 
点 的 矩 。 
利用 上 述 推导 过 程 的 逆 步 又 ， 也 可 以 把 作用 于 刚体 上 的 力 偶 矩 为 M HE, FOR 


























作用 于 同一 平面 内 点 B 处 的 力 F', 合成 为 一 个 作用 于 点 A 的 力 下 。 

力 的 平移 定理 不 仅 可 以 为 力 系 向 一 点 简化 提供 理论 基础 ， 而 且 也 能 直接 用 来 分 析 和 解 
决 工程 实际 中 的 力学 问题 。 例 如 ， 工 业 厂 房 柱子 受到 偏心 载荷 下 的 作用 ， 如 图 2. 19(a) 所 
示 。 为 观察 下 的 作用 效应 ， 可 将 力 下 平移 至 柱 的 轴线 上 ， 此 时 ， 除 力 F' 之 外 ,还 有 附加 
力 偶 М= Ее, WA 2. 19(b) 所 示 ， 轴 向 力 严 使 柱子 受 压 ， 而 力 偶 窍 M 使 柱 受 弯 。 
































图 2. 19 柱子 受 力 示意 图 


再 如 ， 用 丝锥 攻 丝 时 ， 若 仅 用 一 只 手 加 力 ， 如 图 2. 20(a) 所 示 ， 即 只 在 扳手 点 B 处 作 
ЛІЛЕ. 虽然 也 能 使 扳手 带动 丝锥 转动 ， 但 是 易于 使 丝锥 折断 。 这 是 因为 ， 根 据 力 的 平移 
定理 ， 作 用 于 扳手 点 B 处 的 力 等 效 于 丝锥 中 点 O 处 的 一 个 力 F' 和 一 个 附加 力 偶 М. 力 
偶 矩 的 大 小 为 Fd. WE 2. 20(b) 所 示 。 力 偶 矩 M 使 丝锥 转动 ， 而 力 F' 是 导致 丝锥 折断 的 
主要 原因 。 为 了 避免 这 种 不 利 情况 的 发 生 ， 可 用 两 手 握 扳手 ， 施 加 一 对 等 值 反 向 的 力 ， 这 
样 不 仅 可 以 延长 丝锥 的 使 用 寿命 ， 而 且 可 以 提高 螺纹 的 加 工 质量 。 











2.20 ”丝锥 攻 丝 示意 图 


2.3.2 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 


设 刚 体 受 平面 一 般 力 系 Fn F,. =+, F, МЕН. 各 力作 用 点 的 位 置 分 别 为 A, 
As、…、A,， 如 图 2. 21(a) 所 示 。 在 力 系 所 处 的 平面 内 任 选 一 点 O， 该 点 称 为 力 系 的 简化 
中 心 。 求 该 力 系 向 简化 中 心 点 O 的 简化 结果 。 
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(а) 


图 2.21 力 系 向 简化 中 心 的 简化 


应 用 力 的 平移 定理 ， 将 各 力 平移 至 简化 中 心 点 O 位 置 ， 同 时 附加 相应 的 力 偶 。 这 样 原 
力 系 就 等 效 变换 成 为 作用 在 点 О 的 平面 汇 交 力 系 下、 形 、…、 孔 全 以 及 作用 于 汇 交 力 系 
所 在 平面 内 的 力 偶 矩 M 、M 、…、AM, 组 成 的 平面 力 偶 系 ,如 图 2;21(b) 所 示 。 于 是 , F 
面 一 般 力 系 被 分 解 为 两 个 力 系 ， 即 平面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 ， 

L ik 

在 图 2. 210), 平面 汇 交 力 系 Е. Е-е. ,可 合成 为 一 个 作用 于 简化 中 心 O 的 
力 Fk， 合 力 Fk 的 大 小 和 方向 等 于 汇 交 力 系 的 矢量 和 ， 如 图 2. 21(c) 所 示 。 于 是 有 

















Е ЕЕЕ, У, 

且 平 面 汇 交 力 系 中 各 力 的 大 小 和 方向 分 别 与 原 力 系 中 对 应 的 各 力 相 同 ， 即 
Е-Е. FSF. +, Е-Е, 

因而 ， 有 














Fk= Е-Е. БЕ, DF Е, +F: + + F, Ук 

通常 ， 将 平面 一 般 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 称 为 该 力 系 的 主 矢 ， 以 Ек х. ВШ 

Fk= F, +F,-----+F, = ОЕ (2-19) 
因为 原 力 系 中 各 力 的 大 小 和 方向 是 一 定 的 ， 所 以 这 些 力 的 矢量 和 也 是 一 定 的 。 因 而 当 
简化 中 心 不 同 时 ， 原 力 系 的 矢量 和 不 变 ， 即 力 系 的 主 矢 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 
2. + 
在 图 2.21(b) 中 , 平面 力 偶 系 Ml М, 、…、M, 可 合成 为 一 个 力 偶 ， 其 力 偶 矩 Mo 等 
于 各 附加 力 偶 的 力 偶 窍 的 代数 和 ， 即 
Mo = M, +M, +- +M, = Хм 


i=l 
而 各 附加 力 偶 的 力 偶 矩 分 别 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 点 О АЕ. Вр 
Mi=Mo(Fi), M;=Mo(F;), +, M,=Mo(F,) 












































因而 ， 有 
Mo = Mo(Fi) + Mo(F2) ++ +Mo(F,) = SMF») 
通常 ， 将 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 的 矩 的 代数 和 ， 称 为 该 力 系 对 简化 中 心 O WEE, 
以 Mo Жк. Ё 


my 


28 а/ж 


= мкв, ) (2-20) 


当 简化 中 心 的 位 置 改变 时 ， 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 的 矩 是 不 同 的 ， 对 不 同 的 简化 中 
心 的 矩 的 代数 和 一 般 也 不 相等 。 由 此 可 见 ， 力 系 对 简化 中 心 的 主 和 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 
有 关 。 因 此 ， 当 谈 及 主 矩 时 ， 一 般 必 须 指 出 是 力 系 对 哪 一 点 的 主 矩 。 

由 上 面 的 分 析 ， 可 得 以 下 结论 : 平面 一 般 力 系 向 平面 内 任意 一 点 简化 的 结果 一 般 可 以 
得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 该 力作 用 于 简化 中 心 ， 它 的 矢量 等 于 原 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 即 
等 于 原 力 系 的 主 矢 ; 该 力 偶 的 矩 等 于 原 力 系 各 力 对 简化 中 心 的 矩 的 代数 和 ， 即 等 于 原 力 系 
对 简化 中 心 的 主 矩 。 

3. ЕЖЕЛ МАЗА, 

ATARI uk H PE JJ К ХУІІ. WARO EE MRR Оту. 4 
图 2.21(c) 所 示 。 根 据 合力 投影 定理 ， 有 

Е. =FntFtt +p, УЕ; 
F =F, РЕ, + EF; = УЕ 
式 中 ，F MFR DIERE x H + > P 6 ах Fo. ee, FnM Fa, Е 






























































(2-21) 

















Fo 分 别 为 各 分 力 在 zx 和 y 轴 上 的 投影 。 > 主 矢 的 大 小 和 方向 可 分 别 由 下 面 两 式 确定 
Еһ =/ЕФҖЕӘ=/ СЕСЕ, )? (2- 22) 
асап Ph —arctan FE: (2-23) 


RP, а WER Fit z НОЗЕ 8 , 
在 平面 力 系 的 情况 下 ， 力 系 对 简化 中 心 的 主 窍 是 代数 量 ， 可 直接 由 式 (2- 20) 计 算 。 
4. 国定 端 支 座 
第 1 章 介 绍 了 工程 中 常 .... 下 面 应 用 平面 一 
般 力 系 向 平面 内 任 一 点 简化 的 结论 ， 分 析 工 程 中 常见 的 另 一 种 典型 约束 ， 即 固定 端 支 座 。 
图 2. 22(a) 表 示 一 物体 的 一 . 物体 上 ， 这 种 约束 称 为 固定 端 。 固 定 端 
支 座 对 物体 的 作用 ， 是 在 接触 面 上 作用 了 一 群 约束 力 。 在 平面 问题 中 ， 这 些 力 为 一 平面 任 
意 力 系 ， 如 图 2. 22(b) 所 示 。 将 这 群 力 向 作用 平面 内 点 A 简化 得 到 一 个 力 Ел 和 一 个 力 偶 
Ma. WA 2. 22(c) 所 示 。 一 般 情况 下 ， 这 个 力 Fa 的 大 小 和 方向 均 为 未 知 量 ， 可 用 两 个 未 
知 分 力 Ел. Ел, ЖАКЕ. 因此， 在 平面 力 系 情况 下 ,固定 端 A 处 的 约束 作用 力 可 简化 为 
两 个 约束 力 Fan Fa MARIM WE 2. 22(d) 所 示 。 可 见 ， 固 定 端 支 座 既 能 阻碍 物 
体 在 平面 内 沿 任何 方向 的 移动 ， 又 能 阻碍 物体 在 平面 内 的 转动 。 
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d on 


在 实际 工程 结构 中 ， 常 可 见 到 这 种 约束 形式 。 例 如 ， 深 埋 于 地 下 的 电线 杆 、 牢 固 地 浇 
筑 于 基础 上 的 立柱 、 嵌 人 墙 体 的 悬臂 粱 、 夹 紧 在 刀 架 上 的 车 刀 等 ， 都 属于 固定 端 支 座 。 


























2.3.3 平面 一 般 力 系 的 简化 结果 分 析 











上 面 的 分 析 可 知 ， 平面 一 般 力 系 向 一 点 简化 后 ， 一 般 来 说 可 以 得 到 一 个 力 和 一 个 力 
ІҢ. 但 这 并 非 平面 一 般 力 系 的 最 终 简 化 结果 。 因 此 ， 有 必要 根据 力 系 的 主 和 失 和 主 矩 这 两 个 
量 可 能 出 现 的 几 种 情况 ， 作 进一步 的 分 析 和 讨论 。 
(1) MER Fk2Z0, ЕА MA0 时 ， 原 力 系 简化 为 作用 线 通 过 简化 中 心 O 的 一 个 力 和 
一 个 力 偶 ， 如 图 2. 23(a) 所 示 。 根 据 力 的 平移 定理 的 逆 过 程 ， 原 为 系 最 终 可 以 简化 为 一 个 
合力 。 为 求 出 该 合力 ， 可 将 力 偶 矩 Mo 的 力 偶 用 一 对 力 (KR， 政 ) 表 示 ， 并 令 Fa = —Fk= 
Fko WE 2. 23(b) 所 示 。 再 根据 加 减 平衡 力 系 原理 ， 可 将 一 个 力 `Fk 和 一 个 力 偶 Mo 最 终 合 
成 为 一 个 力 Fs， 如 图 2. 23(c) 所 示 。 

(2) 当主 矢 丈夫 0， 主 矩 Mo 二 0 时 ， 原 力 系 与 并 个 力 等 效 ， 这 个 力 即 为 原 力 系 的 合 
力 。 该 合力 的 大 小 和 方向 与 原 力 系 的 主 和 撩 相同 ,作用 线 通 过 简化 中 心 O. 
































Ға 
(а) (b) (с) 
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(3) 当主 矢 ұ-0. EE Mo 天 0 时 ， 原 力 系 简化 为 一 个 力 偶 。 这 个 力 偶 的 力 偶 矩 等 于 

原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 ， 即 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 的 矩 的 代数 和 。 只 有 在 这 种 情 
况 下 ， 主 矩 才 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 ， 因 为 力 偶 对 任 一 点 的 矩 恒 等 于 力 偶 矩 ， 而 与 矩 心 的 
位 置 无 关 ， 也 就 是 说 ， 原 力 系 无 论 向 哪 一 点 简化 ， 其 结果 均 为 一 个 力 偶 矩 保持 不 变 的 
力 偶 。 
(4) MER Fk 二 0， 主 矩 Mo 二 0 时 ， 原 力 系 为 一 个 平衡 力 系 。 
上 面 的 讨论 可 知 ， 平 面 一 般 力 系 简化 的 最 终结 果 有 3 种 情况 ， 即 可 能 为 一 个 力 、 可 
能 为 一 个 力 偶 、 可 能 平衡 。 
综 上 所 述 , 平面 一 般 力 系 合成 的 解 题 步 又 为 :任意 选取 一 简化 中 心 ; 回 计算 力 系 的 
主 矢 和 对 简化 中 心 的 主 矩 ，@@ 对 简化 结果 进行 分 析 ， 得 到 最 终 简 化 结果 。 















































2.3.4 平面 一 般 力 系 的 合力 矩 定理 








当 平 面 一 般 力 系 合成 为 一 个 合力 时 ， 由 图 2. 23(b) 可 见 ， 合 力 Fr 对 O 点 的 矩 为 
Mo (Fr)=Frd=Mo 
根据 力 系 对 点 O 的 主 矩 的 定义 ， 即 由 式 (2- 20)， 有 
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SS тал 


Mo = У) МЕ) 
i=l 
综合 上 面 两 个 式 子 ， 可 得 
Mo(Fr) = “pon (2- 24) 


式 (2- 24) 表 明 ， 当 平面 - 般 力 系 可 简化 为 一 合力 时 ,其 合力 对 该 力 系 作用 面 内 任 
一 点 的 和 矩 等 于 力 系 中 各 力 对 同一 点 的 矩 的 代数 和 ， И. 般 力 系 的 合力 矩 定理 。 该 
定理 无 论 是 在 理论 推导 方面 ， 还 是 在 实际 应 用 方面 ， 都 具有 非常 重要 的 意义 。 

【 例 2.9] 重力 坝 受 力 情 况 如 图 2. 24(a) 所 示 , 已 知 Р, = 4503. P,=200kN, Е 
300kN，F, 二 70kN。 求 力 系 向 点 O 简化 的 结果 ， 合 力 与 基线 OA 的 交点 到 点 O 的 距离 x， 
以 及 合力 作用 线 方程 。 

Ж. 该 重力 坝 受 平面 一 般 力 系 的 作用 ， 可 先 将 力 系 向 已 知 点 简化 ， 然 后 再 确定 合力 作 
用 线 的 位 置 

(1) 选取 点 O 为 简化 中 心 ， 求 得 力 系 向 点 O 简化 的 主 矢 FAEH Mo, ШІН 2. 24(b) 
所 示 。 由 图 2. 24(a) ， 有 























0=arctan( AB/CB)=16. 7° 
ER Fk 在 x 和 y 轴 上 的 投影 为 
Е,-ХЕ,-Е|-Е,соз0--300--ТОсов16,77--232. КМ 
Fi =F, =—P, =P: —F>Sing=—450—200-0sim)6. 7" 一 一 670. 1kN 
由 式 (2- 22)， 可 得 主 矢 焉 的 天 小 为 
Fh=V OF F СУЕ, =/23259 于 (一 670. 1)2=709. 4kN 
由 式 (2- 23)， 可 得 主 矢 的 方向 为 












































УЕ, 232.9 ° 
a 一 arctan ХЕ arctan 一 670. 1 70. 84 


因为 FHE. Fef. MAER Fg 应 在 第 四 象限 ，a 王 一 70. 84°, HR- 20), 
可 求 得 力 系 对 简化 中 心 O 的 主 矩 为 


Mo = X MoE» ЗЕ, — 1, 5P, — 3. 9P; 3 X 300 — 1. 5 X 450 — 3. 9 X 200 





























—  2355(kN + m) 
力 系 向 点 O 简 化 的 结果 如 图 2. 24(b) 所 示 。 因 为 主 失 和 主 矩 均 不 等 于 零 ， 所 以 力 系 
可 进一步 简化 为 一 个 合力 下， 其 大 小 和 方向 与 主 矢 FR 相 同 。 下 面 确 定 F. 作用 线 的 
位 置 。 
(2) 求 合力 Fr 与 基线 OA 的 交点 O 到 原 简化 中 心 O 的 距离 zx， 如 图 2. 24(b) 所 示 。 根 
据 合力 矩 定理 ， 并 考虑 到 Mo(F..)—0, Ж 
Mo=Mo (Fr)=Mo(Fr)+Mo(Fr,)=zxFr, 























解 得 
_Mo_ 2355 ,i 
F670 =3. 514(m) 
O) 设 合力 作用 线 上 任 一 点 的 坐标 为 (z， y). 将 合力 作用 于 此 点 ， 如 图 2. 24(c) 所 示 ， 
则 合力 Fr 对 坐标 原点 的 矩 的 解析 表达 式 为 


ас) 


Жаа 








82.24 重力 坝 受 力 分 析 











Mo=Mo(Fa)=<xFay—yFg,=zx2>2F,—y2>F, 
将 已 求 得 的 Mo，Fr,; ，Fr, 的 代数 值 代 入 上 式 ， 得 合力 作用 线 方程 为 
670-1+-+232.9y—2355=0 

上 式 中 , 若 令 y 二 0,， 可 得 z 二 3. 514m， 与 前 述 计算 结果 完全 相同 。 
【 例 2.10】 如 图 -2%25 所 示 ， 边 长 为 4 二 1m 的 正方 形 
板 ， 受 一 平面 力 系 作用 、 其 中 下 =50N, F,=10N, M= 
50N。m， 若 ;二 200N， 要 使 得 力 系 的 合力 作用 线 通 过 点 
D. fü 9 应 为 多 大 ? 
解 : 要 使 得 合力 过 点 D， 则 将 力 系 向 点 DD 简化 后 ， 其 主 
E EB, B 











Мь=Мь(Е) =0 





В 2.25 正方 形 板 受 力 分 析 ”因此 
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М--Е Е;сов ГА 50--50Х1--200Х ФХУ х1=0 
БЕа— Езсоѕр а= 50+5 X cospX 7 = 








сонр, ф= +45° 


此 可 知 ， 当 F, 的 作用 线 垂直 向 上 或 者 水 平 向 左 时 ， 力 系 合力 的 作用 线 通 过 点 D. 















































| 2.4 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 


基于 平面 一 般 力 系 简 化 结果 的 分 析 ， 可 以 获得 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 ， 以 及 相应 的 
平衡 方程 。 下 面 分 别 就 这 两 个 问题 加 以 研究 。 


EBY 
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2.4.1 平面 一 般 力 系 平衡 的 充 要 条 件 


根据 上 一 节 关 于 平面 一 般 力 系 简化 结果 的 分 析 可 知 ， 当 平面 一 般 力 系 向 一 已 知 点 O 简 
化 时 ， 若 所 得 主 矢 FREE Mo 不 同时 为 零 ， 则 原 力 系 等 效 于 一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 刚 体 在 
此 力 系 作用 下 不 可 能 保持 平衡 。 只 有 在 刚体 所 受到 的 平面 一 般 力 系 为 一 平衡 力 系 时 ， 刚 体 
才 可 以 处 于 平衡 状态 。 因 此 ， 要 保证 物体 在 平面 一 般 力 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 必 须 使 力 
系 的 主 矢 和 对 任意 点 的 主 矩 均 为 零 ， 即 
Еқ-0. Мо-0 (2-25) 
于 是 ,平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : ЮЕ – sx ËJ = Ж 
为 零 。 











2.4.2 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 


1. 一 力矩 式 平衡 方程 
根据 式 (2- 22) 和 式 (2- 20)， 即 平面 二 般 力 系 主 拓 和 主 矩 的 解析 表达 式 ， 可 知 
(ZF, (2F,)2=0, 之 MoGF) 一 0 (2-26) 





由 式 (2- 26). 4% 
EF$=0, ХЕ,-о. УМОЮ-о0 (2-27) 

式 (2- 27) 即 为 平面 寺 般 力 系 的 平衡 方程 。 它 有 两 个 投影 方程 和 一 个 力矩 方程 , H 3 
个 方程 相互 独立 ， 称 为 平面 一 般 力 系 的 一 力矩 式 平衡 方程 ， 是 平衡 方程 的 基本 形式 。 根 据 
这 3 个 方程 可 以 求解 З 个 未 知 量 。 

在 建立 上 述 方程 时 ， 所 选 的 两 个 投影 轴 是 相互 垂直 的 ， 即 正 交 投 影 。 事 实 上 ， 选 取 相 
互 垂 直 的 坐标 轴 只 是 为 了 计算 上 的 方便 ， 同 平面 汇 交 力 系 解 题 方法 相 类 似 ， 在 应 用 平面 一 
般 力 系 平衡 方程 解 题 时 ， 可 任意 选取 两 个 斜 交 的 投影 轴 ， 且 和 矩 心 也 是 可 以 任 选 的 。 

在 应 用 式 (2- 27) 求 解 实际 问题 时 ， 往 往 需要 联 立 方程 求解 ， 特 别 是 研究 物体 系统 的 
平衡 问题 时 ， 由 于 需 联 立 的 方程 数目 较 多 ， 而 使 计算 过 程 烦 琐 。 因此 ,为 了 简化 计算 过 
程 ， 可 以 利用 力 系 对 点 的 矩 的 特性 ， 选 择 适当 的 平衡 方程 的 形式 。 实 际 上 ,平面 一 般 力 系 
的 平衡 方程 除了 上 述 的 基本 形式 之 外 ,还 有 更 便于 应 用 的 另外 两 种 形式 。 

2. 二 力矩 式 平衡 方程 

在 平面 一 般 力 系 的 3 个 平衡 方程 中 ， 有 两 个 力矩 方程 和 一 个 投影 方程 ， 即 
ХОМАСҒУ-0, EM:(F)=0, ХЕ,-0 (2-28) 
该 平衡 方程 的 限制 条 件 是 ， 两 个 矩 心 A 和 B 的 连 线 不 能 垂直 于 投影 轴 > HHQ 

为 何 上 述 形式 的 平衡 方程 也 能 满足 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 呢 ? 这 是 因为 ， 若 力 系 
对 点 A 的 主 矩 为 零 ， 则 这 个 力 系 不 可 能 简化 为 一 个 力 偶 ， 而 只 可 能 简化 为 过 点 A 的 一 个 
力 或 者 平衡 。 若 力 系 对 男 一 点 B 的 主 矩 也 为 零 ， 则 该 力 系 要 么 简化 为 一 个 沿 A 和 B 两 点 
连 线 的 合力 ， 要 么 平衡 ， 如 图 2. 26 所 示 。 如 果 再 附加 条 件 光 下 , 一 0， 那么 力 系 车 有 合力 ， 
则 此 合力 必 与 工 轴 垂直 。 而 式 (2- 28) 的 限制 条 件 ， 即 x 轴 不 能 垂直 于 直线 AB， 排 除了 力 
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系 简化 为 一 个 合力 的 可 能 性 ， 因 此 ， 所 研究 的 力 系 必 然 为 
力 系 。 
3. 三 力矩 式 平衡 方程 
在 平面 一 般 力 系 的 3 个 平衡 方程 中 ， 全 部 为 力矩 方程 上 
SMACF)=0, DMg(F)=0, >Mc(F)=0 (2-29) 
该 平衡 方程 的 限制 条 件 是 ，3 АУА, B 和 C 不 在 同一 条 直线 
图 2.26 SIERP L 。 为 何必 须 有 这 个 限制 条 件 ， 读 者 可 以 参考 关于 二 力矩 式 平衡 广 
HEWER 。。 程 的 限制 条 件 ， 得 到 简易 的 证 明 。 
任 选 式 (2- 27)， 式 (2- 28) 和 式 (2- 29) 所 表述 的 3 组 平衡 方程 中 的 一 组 ， 均 可 解决 平 
面 一 般 力 系 的 平衡 问题 ， 在 应 用 时 可 根据 具体 问题 的 条 件 来 选择 平衡 方程 。 同 时 ， 选 择 适 
当 的 投影 轴 和 和 矩 心 位 置 ， 也 可 使 解 题 过 程 得 到 简化 。 例 如 ,在 解 题 过 程 中 ， 应 尽 可 能 使 所 
选取 的 坐标 轴 与 未 知 力 的 方向 垂直 ,将 较 多 未 知 力 的 交点 选 为 矩 心 等 。 这 样 ， 可 使 平衡 方 
程 中 未 知 量 的 个 数 减少 ， 联 立方 程 求解 得 以 简化 。 
对 于 受 平面 一 般 力 系 作用 的 单个 刚体 的 平衡 问题 一 只 能 写 出 3 个 独立 的 平衡 方程 ， 只 
能 求解 3 个 未 知 量 。 对 于 任何 形式 的 第 四 个 廊 程 都 不 是 独立 的 平衡 方程 ， 而 是 3 个 独立 
平衡 方程 的 线性 组 合 。 但 是 ， 可 利用 这 个 方程 对 计算 结果 的 正确 性 进行 校 核 。 
【 例 2.11] nA 2. 27 (а) То, АВ 的 自重 不 计 , 已 知 其 所 受 的 外 力 P=80N, 
M=50N • m, q=20N/m, Н.і-іта, 030°, АЖЖХИАЯІВ 的 约束 反 力 。 
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图 2.27 梁 受 力 分 析 


解 : 取 梁 AB 为 研究 对 象 。 梁 所 受 的 主动 力 有 均 布 载荷 g、 集 中 载荷 P 和 力矩 为 M 的 
集中 力 偶 。 梁 所 受 的 约束 反 力 有 固定 铵 链 支 座 A 的 约束 反 力 Ел MRLE B 的 约束 反 力 
Fs, WFP Fs 的 方向 预先 不 能 确定 ， 可 用 两 个 分 力 Fa ТЕА, (КРЕ. Ш 2. 27(b) 所 示 。 

选取 图 2. 27(b) 所 示 坐 标 系 ， 应 用 平面 一 般 力 系 平衡 方程 ， 有 

ХЕ,-0. F. —Psina=0 
ХЕ,-0. Fa Fó —ql—Pcosa=0 


1 
2 


联 立 上 述 3 个 方程 ， 并 将 已 知 数据 代入 方程 ， 解 得 

Fa =40N, Fa,=15.4N, Fs=73.9N 
1 本 例题 可 知 ， 选 取 适 当 的 坐标 轴 和 和 矩 心 可 减少 方程 中 未 知 数 的 数目 。 另 外 ， 在 本 例 
Ін, ІНІН УМ, Р =0 КУЕ, 一 0， 即 采用 二 力矩 式 平衡 方程 求解 约束 反 力 。 
力矩 式 平衡 方程 与 投影 式 平衡 相 比 ， 在 解 题 过 程 中 体现 出 哪些 优越 性 ? 请 读者 思考 。 
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[52.12] 如 图 2.28(a) 所 示 , 一 根 不 计 自重 的 电线 杆 ，A 端 埋 入 地 下 ，B 端 作用 有 
电线 的 拉力 Fl， 的 大 小 为 15kKN， 方 向 与 水 平 线 间 的 夹 角 a 二 5"， 在 电线 杆 的 点 C 处 用 
钢丝 强 拉 紧 ， 拉 力 Е,--18ЕМ. F, 与 电线 杆 的 夹 角 8 一 45 。 试 求 A 端的 约束 反 力 。 

















228 ”电线 杆 受 力 分 析 


解 : 取 电 线 杆 为 研究 对 象 。 电 线 杆 受 到 电线 拉力 F, 的 作用 。 电 线 杆 所 受 的 约束 反 力 
除 钢 丝 强 的 拉力 F, 之 外 ,还 有 地 面 对 电 线 杆 的 固 端 约束 力 -Fs, . Fa 和 约束 力 偶 Ma。 电 
线 杆 的 受 力图 如 图 2. 28(b) 所 示 。 
选取 图 2. 28(b) 所 示 坐 标 系 ， 应 用 平面 一 般 力 系 平衡 方程 ， 有 
УЕ,=0, Е,-ҒЕ (соза Е,віпВ--0 
ХЕ,-0. ЕЕ віпа- Е,соя8--0 
EMa(F)=0, Ma 8Ficosat5F,sing=0 
联 立 上 述 3 个 方程 ， 解 得 
Ел, Ficosat F,sing 15cos5°+18sin45° 2. 2(kN) 
Fa =F; sina +F: cosß=15sin5°+18c0s45°=14(kN) 
M, =8F; cosa —5Е, зіп = 8 X 15sin5°—5 X 18sin45°=55. 9(kN * m) 
约束 反 力 Ел, Bf dB. ех Э BN A #095 77 Fay 和 约束 反 力 偶 矩 
Мл 为 正 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 方向 相同 。 



























































2.4.3 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 














当 平面 力 系 的 所 有 力 的 作用 线 均 相 互 平 行 时 ， 称 该 力 系 为 平面 平行 力 系 。 平 面 平行 力 
系 是 平面 一 般 力 系 的 一 种 特殊 形式 ， 因 此 ， 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 可 由 平面 一 般 力 系 的 
平衡 方程 导出 。 

如 图 2.29 所 示 塔 式 起 重 机 ,选取 图 示 坐 标 系 ,不妨 使 塔 架 所 受 的 平面 平行 力 系 与 x 
MEH. BATIL. 无论 该 力 系 是 否 平衡 ， 各 力 在 xz 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 ， 即 >F, 寺 0。 
因此 ,平面 平行 力 系 的 平衡 方程 的 数目 只 有 两 个 ， 即 

ХЕ,-о. SMo(F)=0 (2- 30) 
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与 平面 一 般 力 系 类 似 ， 平 面 平 行 力 系 的 平衡 方程 也 可 表示 为 二 力矩 式 ， 即 
ХМА(Е)-0, УМ,(Е)-о (2-31) 

其 限制 条 件 为 : А 和 B 的 连 线 不 与 各 力作 用 线 平行 。 否 则 ， 两 个 力矩 方程 不 相 
互 独立 。 此 外 ， 由 式 (2- 30) 或 式 (2- 31) 可 以 看 出 ， 对 单个 刚体 来 说 ， 平 面 平行 力 系 仅 有 
两 个 独立 的 平衡 方程 ， 只 能 求解 两 个 未 知 量 。 


























【 例 2.13】 塔 式 起 重 机 如 图 2.29 所 示 ， 
机 架 重 了 二 700kN， 作 用 线 通 过 塔 架 中 心 。 起 
= 重 机 的 最 大 起 重量 W 二 200kN， 最 大 悬臂 长 为 
сно 12. #0 AB 的 间距 为 4m。 平 衡 块 重 C， 到 
机 身 中 心 线 的 距离 为 6m ОК: 

(1) 为 保证 起 重 机 在 满载 和 空 载 时 都 不 臻 
翻 倒 ， 求 平衡 块 的 重量 G 应 为 多 少 ? 

(2) 当 平 衡 块 重 G 二 180kN 时 ， 求 满载 时 
HORA ALB 处 给 起 重 机 轮子 的 支 座 反 力 。 

解 : (1) 取 起 重 机 整体 为 研究 对 象 。 起 重 
机 受到 一 个 平面 平行 力 系 的 作用 ， 其 中 主动 力 
有 P、G 和 W， 被 动力 有 轨道 的 约束 反 力 Fa 和 

图 2.29 塔 式 起 重 机 Fs, WA 2. 29 所 示 。 

当 满 载 时 ， 应 保证 塔 身 不 会 绕 轮 В 翻转 。 在 临界 状态 下 ，F 二 0， 此 时 G 值 应 有 所 多 

许 的 最 小 值 Gw,。 因 而 有 
EMa(F)=0, (6+2)XG,+2X P—(12—2)XW=0 
将 P=700kN. W=200kN 代入 上 式 ， 解 得 
Gin=75kN 

当空 载 时 ， 应 保证 塔 身 不 会 绕 轮 A 翻转 。 在 临界 状态 下 ，Fs 二 0， 此 时 G 值 应 有 所 允 

许 的 最 大 值 Gm。 因 而 有 
EMA(F)=0, (6—2) ХС. —2XP=0 

将 P=700kN 代 人 上 式 ， 解 得 
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Gmax =350kN 
起 重 机 在 工作 时 ， 不 允许 处 于 上 述 两 种 极限 状态 ， 因 此 ， 为 保证 起 重 机 在 工作 时 不 致 
ІНІ. 平衡 块 的 重量 G 应 处 于 所 允许 的 Ca 和 G... BO 
75КХЧ--б,һ<<6<<б,,х--350ЕХ 
(2) 当 平衡 块 重 G 一 180kN 时 ， 取 塔 身 整 体 为 研究 对 象 ， 由 平面 平行 力 系 平衡 方 
程 ， 有 




















EMA(F)=0, 4XF;+(6—2)XG—2X P—(12+2)XW=0 
EM:(F)=0, 4XF,—(6+2)XG—2X P+(12—2)XW=0 
将 G=180kN, P=700kN, W=200kN 分 别 代 入 上 面 两 个 式 子 ， 解 得 
FA=210kN, Fs=870kN 
可 以 利用 平衡 方程 学 F, 二 0 来 校 核 以 上 的 计算 结果 。 根 据 之 玉 ,=0， 有 
Fa +Fs—G—P—W=210+870—180—700—200=0 
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此 可 见 ， 计 算 结果 是 正确 的 。 

















| 2. 5 物体 系统 的 平衡 . 静 定 和 超 静 定 问题 


在 工程 实际 中 ， 绝 大 多 数 的 结构 和 机 器 设备 是 由 若干 个 物体 通过 约束 组 合 而 成 的 ， 通 
常 把 这 类 系统 称 为 物体 系统 ， 简 称 物 系 。 如 图 2.30 所 示 ， 
— JES EJ h: H Ze: AC 和 右 拱 ВСЕ get C 连接 组 合 
TR. ТЕЛЛЕ ЕИ Ра BB. oR Ее А ME В 
AF092382. ІН ЖЕН ge C 处 相互 作用 的 内 力 。 对 
于 物 系 来 说 ， 其 所 受 的 外 力 和 内 力 是 根据 选取 的 研究 对 象 
来 加 以 区 分 的 。 所 谓 内 力 (internal force)， 是 指 组 成 研究 
对 象 的 各 刚体 间 的 相互 作用 力 。 所 谓 外 力 (external force). u 
是 指 研究 对 象 之 外 的 物体 作用 于 研究 对 象 的 力 。 图 2.30 ERR 

另外 ， 即 使 只 4. 整体 结构 所 受 的 约束 反 力 ， 对 图 2. 30 гих А ВНЕ гі. ТЕЗЕ 
面 一 般 力 系 的 作用 下 ， 也 只 有 3 个 独立 的 方程 ， 而 固定 铵 链 支 座 A 和 B 处 的 未 知 约束 反 
力 有 4 个 。 因 此 ， Шенне с: by 也 无 法 将 所 有 约束 反 力求 出 。 此 时 ， 就 必 
须 将 左 拱 АС 或 右 拱 BC 从 整体 中 分 离 出 来 ， 进 行 受 力 分 析 , 才能 求 出 所 有 未 知 约束 反 力 。 

- 般 情况 下 ， 当 物体 系统 平衡 时 ， 组 成 该 系统 的 每 一 个 物体 也 处 于 平衡 状态 。 也 就 是 
说 ， 若 物 系 整体 平衡 , 则 其 局 部 亦 平衡 。 而 对 于 每 二 个 受 平面 一 般 力 系 作用 的 物体 ， 
写 出 3 个 独立 的 平衡 方程 。 若 物 系 由 个 物体 组 成 则 总 共有 Зп 个 独立 的 平衡 方程 。 
物 系 中 未 知 量 的 数目 与 平衡 方程 的 数目 相等 ， 则 可 由 平衡 方程 求解 出 所 有 的 未 知 量 ，i а 
的 问题 称 为 静 定 (Cstatically determinato Phi 但 是 ， 在 工程 实际 中 ， 为 了 减 小 结构 的 过 大 
变形 、 提 高 结构 的 承载 能 力 或 增强 结构 的 稳定 性 ， 往 往 要 给 结构 增加 支撑 ,使 结构 具有 多 
于 维持 基本 平衡 的 约束 ， 这 样 的 问题 称 为 静 不 定 问 题 ， 或 称 超 静 定 (statically indetermi- 
nate) 问 题 。 图 2. 30 МІН ЕД ЖИН 2.31 所 示 梁 结构 的 平衡 问题 均 为 静 定 问题 ， 而 
图 2. 32 所 示 结 构 的 平衡 问题 属于 静 不 定 问 题 。 
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图 2.31 PERAH 


在 静 不 定 问 题 中 ,将 总 未 知 量 数 与 平衡 方程 数 的 差 值 ， 称 为 超 静 定 次 数 。 例 如 ， 
图 2. 32(a) 、(b) 和 (c) 中 未 知 量 数 分 别 为 4 个 、7 个 和 4 个 ， 而 独立 平衡 方程 数 分 别 为 3 
个 、6 个 和 3 个 ， 所 以 均 为 一 次 超 静 定 问题 。 对 于 超 静 定 问 题 的 求解 ， 仅 用 静 力学 平衡 方 
程 是 不 够 的 ， 还 需要 考虑 作用 于 物体 上 的 外 力 和 物体 的 变形 关系 ， 列 出 相应 于 静 不 定 次 数 
的 补充 方程 并 联 立 平衡 方程 才能 解决 。 因 为 理论 力学 的 研究 对 象 是 刚体 ， 并 不 考虑 物体 的 
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变形 ， 所 以 静 不 定 问 题 已 经 超出 了 本 教材 的 研究 范围 。 对 于 静 不 定 问 题 的 求解 ， 将 在 后 续 
材料 力学 、 结 构 力 学 等 课程 中 进行 研究 。 
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(a) (b) 








2.32 аже 


下 面 着 重 讨论 静 定 物体 系统 的 平衡 问题 。 在 求解 物 系 的 平衡 问题 时 ， 可 以 取 物 系 中 的 
某 个 刚体 、 也 可 以 取 几 个 刚体 的 组 合体 为 研究 对 象 ， 或 者 取 整 个 物 系 为 研究 对 象 。 具 体 如 
何 选 取 研究 对 象 ， 需 视 具体 情况 来 确定 。 总 的 基本 原则 是 ,使 每 一 个 方程 的 未 知 量 尽 可 能 
少 ,最 好 一 个 方程 只 含 一 个 未 知 量 ， 以 避免 联 立方 程 求解 。 

【 例 2.14】 组 合 梁 ACBD， 受 集中 力 卫 、 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 以 及 载荷 集 度 为 g 的 均 
HREH. H P 二 ql，M 二 Pl， 如 图 2.33 所 示 。 试 求 A 和 B 处 的 约束 反 力 。 

解 : (1) 取 梁 CBD 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 2. 33(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 

УМ:(Р=05 F;,;XI+M=—qlX1:51=0 

Ki P=ql, М=РІКА LR ЖҰЗ 














Fa 一 0.5P 
(2) 取 组 合 梁 整体 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 2. 33Ca) 所 示 ， 列 平衡 方程 
EFX OZ Fa =0 
ХЕ,-0. F| +Fs—P—ql=0 
EM, (F)=0, Ma +M+FsX2I—PXI—qlX2.51=0 











(b) 
图 2.33 组 合 梁 受 力 分 析 
Hi Fe=0. 5P UR P=ql, М=РІ КА ERNE. ИЗ 
Fx=0, Fẹą=1.5P, MA 一 1.5P/ 

【 例 2.15] 如 图 2. 34(a) 所 示 三 铵 拱 ， 受 铅 直方 向 的 主动 力 己 和 2P 作用 ， 几 何 尺 二 
ШІ. ЖИН. ЖЕНЕ А. B 和 C 处 的 约束 反 力 。 

f: Sehi AC HAH BC ИЛЕН. ЖЕСЕ А, BAC 处 的 未 知 力 数目 总 
共有 6 个。 因此， 可 分 别 取 AC 和 BC 构件 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 求解 。 

(1) 取 左 拱 AC 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 2. 34(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 
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(c) 
2.34 ERHIAN 


УЕ,=0, Е,-Ео-0 
EF, =0, Fuw 十 Fa 一 P=0 
EM:(F)=0, Е, Xa—F, Ха+рР х0: 75а=0 
(2) 取 右 拱 BC 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 2. 34(c) 所 示 列 平衡 方程 
ХЕ,-0. Fo Fa, =0 
ХЕ,-0. F; = Fe 2P=0 
DMe(F)=0, F,/Xa—Fa Xa—2PX0.5a=0 
联 立 上 述 6 个 方程 ， 并 注意 到 Fc, = Fe Ес = Е. M4 





























Fn —Fa —Fe ВУР Hp, Еһ, зр. Еъ=—3Р 


在 分 析 物 系 的 平衡 问题 时 ,> 对 于 同一 问题 ， 也 可 采用 不 同 的 方法 来 求解 。 例 如 ,对 于 
上 述 三 贸 拱 的 平衡 问题 ， 也 可 采用 先 整体 后 局 部 的 分 析 方法 ， 列 出 平衡 方程 求解 。 
首先 ， 取 整体 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 :2. 34(a) 所 示 ， 列 平衡 方程 
也 下 一 0 一 Fa 一 0 
EMA(F)=0, F, X2a—2PX1.5a—P2X0.25a=0 
EMg(F)=0, Е,х2а-РХ1.75а-2РХ0.5а-0 
HER 3 个 方程 ， 解 得 


1 13 
8 8 


ЖӘКЕ С 的 约束 反 力 ， 以 及 铵 链 A MB ЖОЖ ИЕЛЕ. QR ЕМЛЕ АС 
或 右 拱 BC 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 求解 。 如 取 左 拱 AC 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 
УЕ,=0. Fa—Fe=0 
ХЕ,-0. Е,--Е,-Р-0 
PMc(F)=0, Fa Xa—Fa, Ха--Рх0.75а--0 








Fa=Fn e Fa Р, Еһ P 























Fu=Fa=Fa =P, Fo 


【 例 2.16] 图 2. 35(a) 所 示 构 架 由 折 杆 AC、 直 杆 CE 和 BD 组 成 ， 折 杆 水 平 段 受 载荷 
集 度 为 4 的 均 布 载荷 作用 ， 杆 件 自重 不 计 。 试 求 构架 的 约束 反 力 和 BD 杆 的 内 力 。 

Ж. 由 于 构架 仅 受 铅 垂 方向 均 布 载荷 的 作用 ， 可 以 判断 固定 匀 链 支 座 E 的 水 平 约束 反 
力 为 零 。 因此， 构架 所 受 的 约束 反 力 为 fp 和 FE， 如 图 2. 35(a) 所 示 。 
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a 








(b) 





2.55 构架 受 力 分 析 


(1) 取 构 架 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 2..35Ga) 所 示 ， 列 平衡 方程 
УМЕ) =0, PeXatgaX1.54a=0 
УМЕЕ) =0,: Е Ха—да X2. 5a=0 
解 得 
F> l. 5qa, Ер--2.5еа 
(2) 因为 不 计 杆 件 的 自重 ,所 以 BD 杆 为 二 力 杆 件 。 和 欲求 BD 杆 的 内 力 Fap ， 可 取 构 
架 某 一 部 分 为 研究 对 象 “ 列 平衡 方程 求解 。 如 取 折 杆 *AC 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 2. 35 
(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 
EMc(F)=0, 44Х0.5а--Ешзіп45%Ха--0 
解 得 
Р = 24а 
此 外 ,， 若 取 СЕ 杆 为 研究 对 象 ， 也 可 求 出 求解 Fao ， 具 体 计算 过 程 请 读者 自行 分 析 。 


| 2. 6 хайж 


在 工程 结构 中 ,诸如 屋 架 、 桥 梁 、 起 重 机 架 、 输 电 铁 塔 等 各 类 大 型 结构 物 都 是 由 许多 
杆 件 组 合 而 成 ， 杆 件 和 杆 件 之 间 通 过 焊接 、 锦 接 或 螺栓 螺母 相互 连接 。 对 这 类 构架 进行 结 
构 分 析 时 ， 可 将 杆 件 两 端 所 受 的 约束 简化 为 匀 链 约束 。 通 常 ， 将 这 类 由 杆 件 彼此 在 两 端 
匀 链 连接 而 成 ， 且 受 力 之 后 几何 形状 保持 不 变 的 杆 系 结构 称 为 顶 架 (truss) 结 构 。 柱 架 中 杆 
件 的 匀 结 点 称 为 节点 Cnode) 。 若 构成 顶 架 的 杆 件 的 轴线 处 于 同一 平面 内 ， 则 称 这 类 柏 架 为 
平面 枯 架 。 若 构成 机 架 的 杆 件 的 轴线 不 在 同一 平面 内 ， 则 称 为 空间 桥架 。 

在 对 顶 架 结构 进行 受 力 分 析 时 ,为 了 简化 计算 过 程 ， 通 常 可 作 如 下 假设 : 杆 件 的 四 
线 均 为 直线 ;四 各 杆 件 之 间 通 过 光滑 的 匀 链 连接 ;@@ 杆 件 所 受 的 外 力 (包括 主动 力 和 约束 
反 力 ) 均 作用 在 节点 上 ， 对 于 平面 桐 架 ， 各 力 的 作用 线 都 位 于 椅 架 所 在 的 平面 内 ;四 杆 件 
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的 自重 忽略 不 计 ， 或 者 将 杆 件 的 自重 平均 分 配 到 两 端 节点 上 。 

符合 上 述 假设 条 件 的 顶 架 ， 称 为 理想 杭 架 。 对 于 工程 实际 中 的 梅 架 ， 会 与 上 述 假设 存 
在 差别 ， 如 顶 架 的 节点 不 是 铵 接点 ， 杆 件 的 中 心 线 由 于 装配 或 制造 误差 也 不 能 保证 绝对 是 
直线 。 但 是 ， 上 述 假设 能 够 简化 计算 ， 而 且 所 得 结果 可 以 满足 工程 实际 的 需要 。 根 据 这 些 
假设 ， 顶 架 的 杆 件 均 可 视 为 二 力 杆 件 。 因 此 ， 术 架 具 有 如 下 的 特点 : @ 各 杆 只 承受 拉力 或 
者 压力 ; @ 可 以 充分 发 挥 材料 的 力学 性 能 ;@@ 可 有 效 减 轻 结构 自身 的 重量 ， 使 用 材料 比较 
经 济 合理 。 

按照 几何 组 成 方式 ， 枯 架 可 分 为 简单 机 架 、 联 合 枯 架 和 复杂 桐 架 。 在 一 个 相互 铵 接 的 
三 角形 的 基础 上 ， 每 增加 一 个 节点 需 增加 两 根 杆 件 ， 如 此 延伸 而 形成 的 几何 形状 不 变 的 体 
系 ， 称 为 简单 术 架 ， 如 图 2. 36(a) 所 示 。 由 简单 枯 架 通过 一 个 铵 结 点 和 一 根 链 杆 组 合 而 成 
ПОНЕ, Вета. WME 2. 36(b) 所 示 。 除 上 述 两 类 术 架 以 外 的 其 他 形式 的 术 架 ， 称 
уте. WME 2. 36(c) 所 示 。 若 仅 由 静 力 平衡 方程 ， 即 可 将 柏 架 的 约束 反 力 和 各 杆 的 
内 力 全 部 求 出 ， 则 称 这 类 栓 架 为 静 定 检 架 ， 否 则 称 为 超 静 定 术 架 。 关 于 各 类 术 架 的 几何 构 
造 、 受 力 特点 、 计 算 方法 等 将 在 结构 力学 课程 中 详细 讨论 。 本 课程 主要 利用 平面 力 系 的 平 
衡 方程 ， 对 平面 静 定 机 架 ( 平 面 简单 栓 架 ?的 内 力 计 算 作 一 个 初步 的 介绍 。 




















(a) (b) (o) 
图 2.36 зя 


下 面 举 例 说 明 计算 橱 架 内 力 的 两 种 基本 方法 ， 即 节点 法 和 截面 法 。 
2.6.1 节点 法 


术 架 的 每 个 节点 都 受到 一 个 平面 汇 交 力 系 的 作用 。 为 了 求 每 根 杆 件 的 内 力 ， 可 以 逐个 
选取 节点 为 研究 对 象 ， 由 已 知 力求 出 各 根 杆 件 的 内 力 ， 这 种 方法 称 为 节点 法 。 
【 例 2.17】 图 2.37(a) 所 示 为 一 平面 桦 架 ， 几何 尺 寸 如 图 所 示 。 在 节点 D 处 受 一 集中 
JIP 的 作用 。 试 求 顶 架 中 各 杆 件 所 受 的 内 力 。 
Ж. 欲求 出 各 杆 的 内 力 ， 首 先 应 求 出 枯 架 的 约束 反 力 ， 再 对 各 节点 进行 受 力 分 析 ， 这 
样 就 可 依次 求 出 各 杆 的 内 力 。 
(1) 求 约束 反 力 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 
ХЕ,-0. Fu 一 0 
УМ\(Е) =0, FgX2a—PXa=0 
УМЕ) =0, PXa—Fa,X2a=0 

















解 得 
Е,-0. Fw=Fs=0.5P 
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82.37 节点 法 求 术 架 内 力 


(2) 求 各 杆 内 力 。 在 求 杆 件 的 内 力 时 ， 需 假设 将 杆 件 截断 ， 再 以 节点 为 研究 对 象 ， 列 
平衡 方程 求解 。 栓 架 的 每 个 节点 在 外 力 (主动 力 和 约束 反 力 ) 和 内 力 的 作用 下 处 于 平衡 ， 且 
作用 于 节点 的 力 构成 一 个 平面 汇 交 力 系 。 因 此 ， 对 每 一 个 节点 均 可 列 出 两 个 独立 的 平衡 方 
程 ， 节 点 的 未 知 力 不 能 超出 两 个 。 通 常 ， 可 假设 各 杆 部 受 拉力 。 在 本 题 中 ， 可 依次 取 节 点 
A, CAD 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 2. 37(b) 所 示 

对 节点 A， 列 平衡 方程 

EF,=0% AFi ¥F:cos30°=0 
ХЕ,-0%” Е,віп30%--Е,,-0, 
将 Fa =0. 5P RAER. 解 得 
F,=—P, Е,--0:866Р 
对 节点 C， 列 平衡 方程 
ХЕ,-0. Е;с0530°— Е; соѕ30°=0 
УЕ,=0, Е, — Е; sin30°— Е, ѕіп30°=0 
ЖЕ-Е,--РЖА Ет, ЖИН 
Ес--Р, F,=P 
对 节点 D， 只 有 一 个 未 知 量 F ， 列 平衡 方程 
УЕ,=0, F,—F{=0 
J# Fi=F,=0.866P 代入 上 式 ， 解 得 











F,=0. 866P 


(3) 判断 各 杆 受 力 情况 。 原 假定 各 杆 均 受 拉力 ,计算 结果 Е. F, 和 FF 为 正 值 ， 表 明 
1、3 和 4 杆 承 受 拉力 ; 内 力 F, 和 F; 的 计算 结果 为 负 值 ， 表 明 2 杆 和 5 杆 承受 压力 。 

(4) 校 核 计算 结果 。 解 出 各 杆 内 力 之 后 ， 可 用 剩余 节点 的 平衡 方程 校 核 计算 结果 。 在 
本 例题 中 ， 可 以 选取 剩余 节点 B 为 研究 对 象 ， 列 出 平衡 方程 ， 并 将 F, 和 到 的 计算 结果 代 
和 人， 若 平衡 方程 














ХЕ.-0. ХЕ,-0 
得 到 满足 (用 计算 机 解 题 时 ， 看 是 否 满足 精度 要 求 的 微量 )， 则 计算 正确 。 顺 便 指出 ， 对 于 
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本 例题 ， 节 点 D 只 用 到 一 个 平衡 方程 ,剩余 的 另 一 个 平衡 方程 也 可 用 来 校 核 计算 结果 。 有 
关 校 核 计算 结果 的 具体 过 程 ， 请 读者 自行 分 析 。 

通过 上 述 例题 ， 可 对 利用 节点 法 求 术 架 内 力 的 要 点 和 步骤 总 结 如 下 。 

(1) 一 般 情 况 下 ， 应 首先 利用 静 力 平衡 方程 求 出 柏 架 的 约束 反 力 

(2) 依次 取 各 节点 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 求 出 各 杆 的 内 力 。 具 体 解 题 时 遵循 下 面 3 
条 原则 : 节点 上 的 已 知 力 按 实际 方向 画 出 ; 杆 件 的 未 知 内 力 均 假设 为 拉力 ， 即 力 的 方向 背 
离 节 点 ; 所 选 节 点 含 未 知 量 不 能 超过 两 个 ， 耕 则 不 能 求 出 该 节点 处 的 所 有 未 知 量 。 





























2.6.2 截面 法 


当 只 需求 解 榭 架 内 某 根 或 某 几 根 杆 件 的 内 力 时 ， 可 适当 选取 一 截面 将 检 架 截 开 ， 并 取 
截 开 的 任 一 部 分 为 研究 对 象 ， 由 平衡 方程 求 出 被 截断 杆 件 的 内 力 ， 这 种 方法 称 为 截面 法 。 

【 例 2.18] 试用 截面 法 求 图 2. 38(a) 所 示 栓 架 中 指定 杆 :1 和 杆 2 的 内 力 ， 析 架 承受 的 
载荷 和 梅 架 的 几何 尺寸 如 图 2. 38 所 示 。 

















(a) (b) 


图 2.38 #RImjK3RMIDEI D 
解 : (1) 求 约束 反 力 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 
ХЕ,-0. Е,-0 
EMA(F)=0, Е, х12—24х8—24х4=0 
УМР) =0. Fw X12 十 24X8 十 24X4 一 0 











解 得 
Ел.=0, Fw 一 Fa 一 24kN 
(2) ERE m 一 m， 取 左边 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 2. 38(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 
УЕ,=0, —F,+F, =0 





将 Fa =24kN 代入 上 式 ， 解 得 
Е, =24kN 
(3) 作 截 面 一 n， 取 右边 部 分 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 2. 38(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 


EF,=0, —F,X$—24+F=0 
将 Fe=24kN 代入 上 式 ， 解 得 

















F,=0 
fE АН ТАТ REHA. wak aD З 点 : 在 选取 截面 时 ， 每 次 最 多 只 能 截 


М) 





Bin 


断 3 根 杆 件 ， 因 为 平面 任意 力 系 只 有 3 个 独立 的 平衡 方程 ; 在 选取 平衡 方程 时 ， 需 依据 计 
算 简 便 原 则 ， 适 当选 择 力矩 方程 或 投影 方程 ， 所 有 未 知 内 力 ， 均 假设 为 拉力 ， 若 计算 结果 


为 负 值 ， 则 表明 杆 件 承受 压力 。 


在 对 平面 桐 架 进行 内 力 分 析 时 ， 不 管用 节点 法 还 是 截面 法 ， 都 可 先 根据 析 架 的 结构 特 
性 及 受 力 特点 ， 不 需要 计算 就 可 以 判断 出 某 些 杆 件 的 内 力 为 零 ， 从 而 使 计算 过 程 简化 。 在 





析 架 结构 中 ， 内 力 为 零 的 杆 件 称 为 零 杆 。 对 零 杆 的 判断 ， 有 以 下 4 种 情况 。 


(1) 若 无 外 力作 用 的 节点 连接 两 根 不 共 线 的 杆 件 ， 则 这 两 根 杆 件 均 为 零 杆 ， 如 图 2. 


(a) 中 的 1 杆 和 2 杆 均 为 零 杆 。 


(2) 连接 两 不 共 线 的 杆 件 的 节点 ， 若 有 一 外 力 与 其 中 一 根 杆 件 共 线 ， 则 另 一 根 杆 





HEIT WEI 2. 39(b) 中 的 1 杆 为 零 杆 。 


(3) 无 外 力 的 节点 连接 3 根 杆 件 ， 若 其 中 两 根 杆 件 共 线 ， 则 另 一 根 杆 件 必 为 零 杆 ， 


图 2. 39(c) 中 的 1 杆 为 零 杆 。 





(4) 无 外 力作 用 的 节点 连接 4 根 杆 件 ， 且 两 两 共 线 = 则 共 线 的 两 杆 内 力 相同 ， 如 


图 2.39(d) 所 示 ，1 杆 和 4 杆 的 内 力 相 等 ，2 杆 和 3 杆 的 内 力 相 等 ， 即 Еу = Ем. Еу = 





(a) (b) (с) 


2.39 零 杆 的 4 种 情况 


Ға. 


PL УЗР E Гаў Р Т ГЈ РА yr iy, mQ ТИЛ у 2 280918] 
题 ， 壁 如 复杂 杭 架 、 超 静 定 柏 架 的 内 力 和 位 移 的 计算 问题 ， 节 点 单 杆 和 截面 单 杆 的 概念 以 


及 节点 法 和 截面 法 的 联合 应 用 等 ， 将 在 后 续 结 构 力学 课程 中 进行 更 深入 的 讨论 。 


1. 平面 汇 交 力 系 合成 的 两 种 方法 


Fa=F,+F,+---+F,=>F 
合力 的 作用 线 通过 各 力 的 汇 交 点 。 





上 的 投影 的 代数 和 ， 求 得 合力 的 大 小 和 方向 余弦 为 
Fr=V FR,+FR,=V (XF) HF, Y 











п БЕ; а Бы ЖЕТ 
cos(Fk ， DE F. cos(Fr. = Е. J 
合力 的 作用 线 通 过 各 力 的 汇 交 点 。 





(1) 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 。 根 据 力 多 边 形 法 则 ， 求 得 合力 的 大 小 和 方向 为 


(2) 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 。 根 据 合力 投影 定理 ， 利 用 各 分 力 在 两 个 正 交 轴 
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2. 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 
D 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 平面 汇 交 力 系 的 合力 为 零 。 即 
ЕҚ-ХЕ-0 

(2) 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 : 平面 汇 交 力 系 的 力 多边 形 自行 封闭 。 

(3) 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 : 平面 汇 交 力 系 的 各 分 力 在 两 个 坐标 轴 上 投影 
的 代数 和 分 别 等 于 零 ， 即 


3. тайлақ ЗЕ 
(1) 平面 内 的 力 对 点 Ол Қ. A MF), R 
Mo(F)=+F4=+2Axus 
AP, F3)0 Kd. аялЯ; Avmns 为 力 矢 AB 548.0 = 30 ОАВ 的 面积 。 一 
般 规定 逆 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 。 
(2) 力矩 的 解析 表达 式 为 





МР) =%Е, SYF. 

КР. x ey 分 别 为 力作 用 点 的 坐标 ; Е, 和 下 , 分 别 为 力 的 投影 。 

(3) 合力 矩 定理 : 平面 汇 交 力 系 的 合力 对 其 平面 内 任 一 点 之 矩 等 于 所 有 各 分 力 对 
同一 点 之 矩 的 代数 和 ， 即 

MoCEFr)= УМР) = УСЕ, УЕ.) 

4. ЗА 

(1) 力 偶 是 由 等 值 、 反 向 、 不 共 线 的 两 个 平行 力 组 成 的 特殊 力 系 。 力 偶 既 没有 合 
力 ， 也 不 能 用 一 个 方 去 平衡 。 力 偶 对 物体 的 作用 效应 取决 于 力 偶 矩 M 的 大 小 和 转 
向 ， 即 

М--ға 

式 中 ， 正 负 号 表示 力 偶 的 转向 ， 一 般 规 定 北 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 。 力 偶 在 
任 一 轴 上 的 投影 等 于 零 ， 其 对 平面 内 任 一 点 的 矩 等 于 力 偶 矩 ， 力 偶 矩 与 矩 心 位 置 无 关 。 

(2) 力 偶 等 效 定理 : 作用 在 刚体 上 同一 平面 内 的 两 个 力 偶 ， 若 力 偶 矩 相等 ， 则 两 
力 偶 彼 此 等 效 。 力 偶 矩 是 力 偶 作 用 的 唯一 度量 。 

(3) 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 : 同 平 面 内 几 个 力 偶 可 以 合成 为 一 个 力 偶 ， 合 力 偶 
ТА АБИ Яо, Рр 

мМ=мМ,+М,+---+М,= УМ 
平面 力 偶 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : ИЛАХА ТЖ. PP 
ХМ-о 

5. 平面 一 般 力 系 的 简化 

(1) 力 的 平移 定理 : 作用 于 刚体 上 的 力 可 以 从 原来 的 作用 位 置 平行 移动 到 刚体 内 
任意 指定 点 ， 但 必须 附加 一 个 力 偶 ， 该 附加 力 偶 的 矩 等 于 原来 的 力 对 指定 点 的 矩 。 

(2) 平面 一 般 力 系 向 平面 内 任 一 点 O 简化 ， 一 般 情 况 下 ， 可 得 到 一 个 力 和 一 个 力 
偶 ， 这 个 力 等 于 该 力 系 的 主 失 ， 即 





ҚМ) 





|! 
l 
Р swan, 
Fa=>F=2F,i+>F,j 


作用 线 通过 简化 中 心 O. ЛМЕ ТАЛ O 0) Ф 6, Ep 
Mo= УМЕР) = У (ХЕ, —уЕ,) 

(3) 平面 一 般 力 系 向 一 点 简化 ， 可 能 出 现 4 种 情况 : ЕК0. М520. 合成 为 一 
个 力 Fr, £ Fk 作用 线 离 简化 中 心 的 距离 d=Mo/Fk; @FkZ0, Мо-0. 5ж- 
个 力 ， 该 力 为 原 力 系 的 合力 ， 合 力作 用 线 通过 简化 中 心 ; @Fk=0, Мо520, ВЛ 
个 力 偶 ， 该 力 偶 为 原 力 系 的 合力 偶 ， 在 这 种 情况 下 ， 主 短 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 ; 
ФЕ =0, Mo=0 时 ， 原 力 系 为 一 个 平衡 力 系 。 

6. 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 

(1) 平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 秋 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 
+£, Pp 





Қ-УХЕ-0. Mo=YMoCE)=0 

(2) Paih # +Ë 420) ЖАНА. рК ЯЕ 
ХЕ,-0.,ХЕ,-0: УМР =0 

(3) 平面 一 般 力 系 平衡 方程 的 第 三 种 形式 ， 即 二 力矩 式 平衡 方程 
ХЕ) о: HMAF)=0, УМ,<Е)-<0 


AF. + b 43 ñ ТАБРВАМИОЯЯ, 
(4) 平面 一 般 力 系 平 衡 方程 的 第 三 种 形式 履 即 三 力矩 式 平衡 方程 
DMA(F)=0, ÐMgE=0, XMc(F)=0 


КФ. A, ВС 三 点 不 得 共 线 。 
7. 平面 平行 力 系 的 平衡 方程 
不 妨 使 刚体 所 受 的 平面 平行 力 系 与 工 轴 重 直 ， 则 各 力 在 工 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 ， 
即 忆 下 ,二 0。 平 面 平 行 力 系 的 平衡 方程 的 数目 只 有 两 个 ， 即 
ХЕ,-0. УМР) =0 


БЕЗДЕРІ ЛЕН РЕАЛ 
ХМА(Ю-о0. ХУМ,(ЕУ-0 
Кф. ВЕД ВВ ЖАУ ЛЕМА ҒАТ. 

8. о, ЕРЕН КА NAA ik hii, 

(1) 节点 法 : 逐个 考虑 析 架 中 的 节点 的 平衡 ， 应 用 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 求 出 
杆 中 的 内 力 。 利 用 该 方法 解 题 时 应 注意 每 次 选取 的 节点 其 未 知 量 的 数目 不 宜 多 于 
两 个 。 

(2) 截面 法 : 截断 待 求 内 力 的 杆 件 ， 将 析 架 分 隔 为 两 个 部 分 ， 取出 其 中 的 一 部 分 
作为 研究 对 象 ， 应 用 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 求 出 被 截 开 杆 件 的 内 力 。 利 用 该 方法 解 
题 时 应 注意 每 次 截 开 的 内 力 未 知 的 杆 件 的 数目 不 宜 超 过 3 个 。 
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mE 平面 力 系 


І. ЛЕ Ох 和 Oy 的 分 力 与 力 在 两 轴 上 的 投影 有 何 


区 别 ? 试 分 别 以 图 2. 40(a) 和 
(b) 所 示 的 两 种 情况 为 例 进行 分 析 ， 另 外 ，F 王 Fi 十 FJ 1 


FEI 2. 40(a) 和 (b) 都 成 立 吗 ? 











2.40 力 矢量 的 投影 


2. 两 根 电 线 杆 之 间 的 电线 总 是 下 垂 ， 能 否 把 电线 拉 成 直线 ? 输电 线 跨度 / 相同 时 ， 电 
线 下 垂 人 越 小 ， 电 线 越 易 于 被 拉 断 ， 为 什么 ? 


3. 在 图 2. 41 所 示 各 图 中 ， 力 或 力 偶 对 点 全 的 矩 都 相等 ， 试 问 它们 所 引起 的 支 座 约 束 
反 力 是 否 相等 ? 











图 2.41 第 3 题 图 


4. 如 图 2. 42(a) 所 示 ， 一 矩形 钢板 放 在 水 平地 面 上 ， 钢 板 长 c 一 4m， 宽 /一 3m， 若 按 
图 示 方 向 加 力 ， 转 动 钢板 需 =F' 二 500N。 试 问 如何 加 力 才能 使 转动 钢板 所 用 的 力 最 小 ， 
这 个 最 小 的 力 为 多 少 ? 如 图 2. 42(b) 所 示 ，4 个 力作 用 在 刚体 的 A、B、C、D 4 点 ，AB- 
CD 构成 一 个 矩形 ，4 个 力 Fl 、F,、Fi、 情 的 力 失 首尾 相 接 ， 试 问 此 刚体 是 否 平衡 ? 若 F, 
和 都 改变 方向 ， 如 图 2. 42(c) 所 示 ， 此 刚体 是 否 平衡 呢 ? 

















图 2.42 第 4 题 图 


5. 从 力 偶 理论 可 知 ， 一 个 力 不 能 与 力 偶 平 衡 。 但 是 ， 对 了 
榨 机 ， 力 偶 却 似乎 可 以 被 压榨 物体 的 反抗 力 Fs 所 平衡 ? 再 者 ， 为 什么 图 2. 43(b) 所 示 的 





F 如 图 2. 43(a) 所 示 的 螺旋 压 





轮子 上 的 力 偶 M 似乎 与 物体 的 重力 书 习 





F 衡 呢 ? 这 种 说 法 错 在 何 处 ? 


ЕШ) 


Жаа 


6. ФЕ =Е'=0. 5F， 试 用 力 的 平移 定理 说 明 如 图 2. 44(a) 所 示 力 正和 如 图 2.44(b) 所 
示 力 偶 (F'，F") 对 轮 的 作用 有 何不 同 ? 在 轴承 O 〇 和 0O' 处 的 约束 反 力 义 有 何不 同 。 




















Сс 的 
F F 
(a) (b) 
图 2.43 第 5 题 图 图 2. 和 4 为 和 力 偶 对 轮 的 作用 


7. 设 平面 一 般 力 系 向 平面 内 某 一 点 简化 得 到 一 个 合力 * 若 选择 另外 一 点 作为 力 系 的 
简化 中 心 ， 则 此 力 系 能 否 简化 为 一 个 力 偶 ? 

8. 某 平面 力 系 向 A、 召 两 点 简化 的 主 和 矩 都 为 零 ， 此 力 系 简化 的 最 终结 果 可 能 是 一 个 力 
吗 ? 可 能 是 一 个 力 偶 吗 ? 可 能 平衡 吗 ? 

9. 平面 一 般 力 系 向 其 平面 内 任 一 点 简化 ` 若 简化 结果 都 相同 ， 此 力 系 简化 的 最 终结 
果 可 能 是 什么 ? 若 简化 结果 主 矩 恒 等 于 零 ， 则 该 力 系 为 何 力 系 ? 

10. 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 能 否 表示 为 3 个 投影 方程 3 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 能 和 否 
表示 为 一 个 投影 方程 ? 

11. 如 何 判断 静 定 和 超 静 定 问题 ?在 如 图 . 2. 45 所 示 的 各 结构 中 ， 哪 些 是 静 定 问题 ? 
哪些 是 超 静 定 问题 ? 






































图 2.45 静 定 和 静 不 定 结构 


12. 如 图 2. 46(a) 和 (b) 所 示 检 架 ,不 进行 计算 , 试 直接 判断 术 架 中 哪些 杆 件 是 零 
力 杆 ? 








(a) 


图 2.46 判断 术 架 零 力 杆 
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1. 一 钢 结构 节点 O 如 图 2. 47 所 示 ， 沿 杆 件 轴线 OA, OB 和 OC 的 方向 受到 3 个 力 的 作 
， 已 知 这 3 个 力 的 大 小 分 别 为 已 王 1kN, F,=1.41kN, F,=2kN, WRX 3 个 力 的 合力 。 

2. 如 图 2. 48 所 示 ， 圆 柱 形容 器 置 于 两 个 滚 子 上 ， 滚 子 A 和 B 处 于 同一 水 平 线 。 已 知 
容器 重 G=30kN, ЖЕ R=500mm, ЖТ r= 二 50mm， 两 深 子 中 心 距离 /二 750mm。 试 


RAT A MB 所 受 的 压力 。 
һ ар 
ass 


图 2.47 钢 结构 节点 图 2.48 圆柱 形容 器 与 滚 子 
3. 飞机 沿 与 水 平 线 成 2 角 的 直线 作 匀 速 飞行 ;如 图 2.49 所 示 ， 已 知 发 动机 的 推力 为 
Fi ， 飞 机 的 重力 为 P。 求 飞机 的 升力 F, 和 迎面 阻力 Fo 的 大 小 。 
4. 如 图 2, 50 所 示 ， 输 电线 АСВ 架 在 两 根 电线 杆 之 间 ， 形 成 一 条 下 垂 曲线 ,下垂 距 
离 CD= /一 lm 两 电线 杆 间 的 距离 AB= 二 40m。 电 线 ACB 段 重 400N， 可 近似 认为 沿 АВ 
连 线 均匀 分 布 。 求 电线 的 中 点 和 两 端的 拉力 。 



































图 2.49 飞机 升力 和 阻力 图 2. 50 电线 杆 和 输电 线 
5. 如 图 2. 51 所 示 ， 强 子 一 端 A 固定 在 墙 上 ， 另 一 端 跨 过 滑轮 B 并 在 末端 悬挂 重 为 W 
的 物体 ， 在 强 中 间 有 一 动 滑轮 C， 吊 起 重 Q= 100N 的 物体 。 当 物体 处 于 平衡 状态 时 , 已 
知 h 二 0. 5m，/ 二 2. 4m， 试 求 悬 挂 物 重量 W 为 多 少 ? 
6. 图 2. 52 所 示 压 榨 机 ВАС, В 端 为 固定 铵 链 支 座 ， 作 用 在 铵 链 C 处 的 水 平 力 使 月 
ЖСЖ Ж О. 假设 压 块 C 与 机 架 壁 之 间 以 及 压 块 C 与 物体 D 之 间 均 是 光滑 接触 ， 压 
榨 机 尺寸 h 和 如 图 所 示 ， 压 块 C 和 各 杆 自重 均 不 计 。 试 求 物 体 D 所 受 的 力 。 
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图 2.51 滑轮 和 悬挂 物 В 2:52 压榨 机 
7. 简易 起 重 机 如 图 2.53 所 示 ，A、B 和 C НЕЕ, 物体 重力 P= 2003, H Ж 
DD 通过 滑轮 B 吊 起 。 若 不 计 杆 重 、 摩 擦 和 滑轮 大 小 , 求 平衡 时 杆 AB 和 BC 所 受 的 力 。 
8. 液压 式 夹 紧 机 构 如 图 2. 54 所 示 ，D ЕЕЗ, В. С.Е ЛИН. ЕЛІ 
主动 力 下 ， 机 构 平 衡 时 角度 如 图 所 示 。 若 各 构件 自重 不 计 ， 求 此 时 工件 H ME 











图 2.53 简易 起 重 机 图 2.54 液压 式 夹 紧 机 构 
9. 如 图 2. 55 所 示 , 均 质 杆 AB 重耳 =50N， 两 端 分 别 置 于 与 水 平面 成 30 和 50 倾角 
的 光滑 斜面 上 。 求 平衡 时 这 两 个 斜面 对 杆 的 约束 反 力 以 及 杆 与 水 平面 所 成 的 夹 角 а. 
10. 两 均 质 轮 各 重 为 P. 和 已， 用 长 度 为 :不计 自重 的 细 杆 铵 接 ， 放 在 倾角 为 45 的 光 
滑 斜 面 上 ， 如 图 2.56 所 示 。 求 系统 平衡 时 的 位 置 (用 长 度 * 表 示 ) 。 














图 2.55 均 质 杆 平衡 图 2.56 两 均 质 轮 平衡 
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11. 图 2. 57 所 示 工 件 ， 其 上 作用 3 个 力 偶 ， 这 3 个 力 偶 的 矩 分 别 为 M =M,=10N е m, 
M; 二 20N，m， 固 定 螺 柱 A MB 间距 :一 200mm。 求 两 个 光滑 螺 柱 所 受 的 水 平 力 。 

12. 在 图 2. 58 所 示 框 架 结构 中 ， 各 构件 的 自重 忽略 不 计 ， 在 构件 CD 上 作用 一 力 偶 矩 
为 М 的 力 偶 ,构件 的 尺寸 如 图 所 示 。 求 支 座 A 的 约束 反 力 。 


















































图 2.57 工件 图 2.58 框架 结构 


13， 如 图 2. 59 所 示 ， 有 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 作用 在 曲 杆 AB 上 。 试 分 别 求 (a) 和 (b) 
所 示 两 种 支承 情况 下 支 座 A 和 B 处 的 约束 反 力 ; 





图 2.59 曲 杆 
14. 在 图 2.60 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 OA Ка. 其 上 作用 力 偶 M， 滑 块 D 上 作用 水 平 力 
五 ,机构 的 几何 尺寸 如 图 2. 60 所 示 ， 不 计 各 杆 自重 。 求 机 构 平衡 时 力 FME М 的 


























图 2.60 机 构 平 衡 


15. 在 图 2. 61 所 示 支 架 结构 中 ， 已 知 力 偶 矩 为 M, 杆 BE 长 为 I， 点 C 和 点 DD 分 别 为 
FF AE 和 杆 BE 的 中 点 ， 不 计 各 构件 的 自重 。 求 支 座 A ТЕЕ Е 的 约束 反 力 。 
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16. 图 2. 62 所 示 均 质 杆 AB， 长 为 15m， 重 为 1500N， 由 绳子 悬挂 起 来 ， 两 端 与 光滑 
铅 垂 墙壁 接触 。 求 点 A 和 点 B 处 的 约束 反 力 。 
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图 2.61 支架 结构 В 2.62 悬挂 均 质 杆 
17. 求 图 2. 63 所 示 平 面 力 系 的 合成 结果 。 
18. 将 图 2. 64 所 示 平 面 一 般 力 系 向 坐标 原点 .O 简 化 ， 并 求 力 系 合成 的 大 小 及 其 与 原 
点 ОШ а, ВЯ Р, =150N, P,=200N.,. P,=300N, Е =Е =2003 且 二 力 平 行 。 
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图 2.63 平面 力 系 合成 图 2.64 平面 力 系 简化 合成 
19. 如 图 2. 65 所 示 ， 堤 坝 高 度 为 h， 宽 度 为 5， 坝 前 水 深 为 h， 水 和 坝 的 单位 体积 重 
BAIA у та. ЖЕН ЕН A 翻 倒 的 安全 系数 为 2。 求 堤坝 的 宽度 5 和 高 度 h 的 比值 。 
20. 图 2. 66 所 示 为 一 个 简单 支架 ABC， 在 支架 上 受 两 个 力 F fü F, WEH., HJ F 
和 F, 的 大 小 均 为 4. 5kN。 若 不 计 各 杆 自 重 ， 试 求 支架 中 杆 AB 和 杆 BC 所 受 的 力 。 

















图 2.65 堤坝 В 2.66 简单 支架 
21. 厂房 立柱 如 图 2. 67 所 示 ， 已 知 吊车 梁 施 加 的 铅 垂 载荷 F=60kN， 风 压 集 度 q= 





2kN/m， 且 立柱 自重 G=40kN, a=0. 5m. /一 10m。 试 求 立柱 固定 端的 约束 反 力 。 
22. 如 图 2. 68 所 示 ， 炼 钢 炉 的 送料 机 由 跑车 A 和 可 移动 的 桥 В 组 成 。 跑 车 可 沿 桥 上 
的 轨道 运动 ， 两 轮 之 间 的 距离 为 2m， 跑 车 与 操作 架 也 、 平 臂 OC 以 及 料 斗 C ЖІ. ЖЕР 


ERY 


2 平面 力 系 





每 次 装载 物料 重 W==15kN, PK OC 二 5m。 设 跑车 A、 操 作 架 D 和 所 有 附件 总 重 为 P， 
作用 于 操作 架 的 轴线 。 试 问 P 至 少 应 为 多 大 ， 才 使 料 斗 在 满载 时 跑车 不 致 翻 倒 ? 











图 2.67 厂房 立柱 图 2.68 送料 机 
23. 试 求 图 2. 69 所 示 各 梁 或 刚 架 的 约束 反 力 。 
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2.69 梁 和 刚 架 


24. 起 重 机 ABC 具有 铅 垂 转 动 轴 AB ， 起重机 重 太 一 3.5kN， EOE D Ab, C 处 吊 
AE W. =10kN 的 物体 ， 如 图 2. 70 所 示 。 求 向 心 轴承 A 和 止 推 轴承 В 的 约束 反 力 。 

25. 木 支 架 结构 的 几何 尺寸 如 图 2. 71 所 示 ， 各 杆 在 A、D、E、 下 处 均 用 螺栓 连接 ，C 
和 G 处 用 贸 链 与 地 面 连接 。 在 水 平 杆 AB 的 B 端 挂 一 重 为 W 的 重 物 。 若 不 计 各 杆 的 自重 ， 
斌 求 点 C、G、A、E 处 的 约束 反 力 。 

26. 一 便桥 自由 地 放置 在 支 座 C 和 D 上 ，CD==24 二 6m。 桥 面 重 (1 十 2/3)kN/m, 汽 
车 的 前 轮 和 后 轮 负重 分 别 为 20kN 和 40kN， 前 轮 和 后 轮 中 间 点 之 间 的 距离 为 3m。 试 求 当 
汽车 从 上 面 驶 过 而 不 致使 桥 面 翻转 时 桥 的 悬臂 部 分 的 最 大 长 度 /。 
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27. 如 图 2.73 Aam MARRARA r EHW, WEFAN R 的 中 空 
而 两 端 开 口 的 直 圆 简 内 ， 求 圆 简 不 致 因 球 作用 而 倾倒 的 最 小 重量 。 


























图 2.70 起 重 机 图 2.71 Жж 






































图 2.72 简易 便桥 图 2.73 圆 简 与 球 
28. 试 求 图 2. 74 所 示 多 跨 梁 的 支 座 反 力 。 
F=12kN F=10kN 
q=5kN/m M=6kN.m q=2kN/m 
A A 
А B + Ж Жы с >: 
ат 4т 2m |2m.|2m. | 2m, |, 3m -| 四 |- 
а) (b) 
-10kKN/m_M=40kN.m M Е, 
P А Ñ А Г 45° ë 
Р: С L. = B f 
A om. om nja am |. m.) ЕГЕН БЕНЕН БЕ ЕН 
(c) (4) 
图 2.74 多 跨 梁 
29. 三 匀 拱 由 两 个 半 拱 和 3 个 铵 链 构成 ， 如 图 2.75 所 示 , 已 知 每 个 半 拱 重 W 王 





























300kN, /=32m, h=10m. REE A MB 的 约束 反 力 。 
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30. 厂房 屋 架 的 几何 尺寸 和 结构 形式 如 图 2.76 所 示 ， 其 上 承受 铅 垂 均 布 载荷 ， 载 荷 
集 度 一 20kN/Vm。 若 不 计 各 构件 自重 ， 试 求 杆 AF、 杆 BF 和 杆 FG 所 承受 的 力 。 

31. 组 合 梁 由 AC 和 CD 两 段 构成 ， 起 重 机 放 在 梁 上 ， 如 图 2. 77 所 示 ， 已 知 起 重 机 要 
УУ =50К№, 重心 在 铅 直 线 EC 上 ， 起 重 载荷 W, 二 10kN。 若 不 计 梁 的 自重 ， 试 求 支 座 A, 
B 和 DD 处 的 约束 反 力 。 

32. 如 图 2.78 所 示 ， 曲 柄 滑 块 机 构 处 于 平衡 状态 ， 已 知 滑 块 所 受 的 力 下 一 400kN。 若 
不 计 所 有 构件 的 自重 ， 试 求 作 用 在 曲柄 OA 上 的 力 偶 的 矩 M 。 
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图 2.75 Zg 图 2.76 厂房 屋 架 
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图 2.77 组 合 梁 图 2.78 曲柄 滑 块 机 构 
33. 图 2. 79 所 示 构 架 , 已 知 F=1kN. 不 计 各 杆 自 重 , АВС 与 杆 DEF 平行 ,尺寸 
WAR. WREE BREZE A 和 DD 处 的 约束 反 力 。 
34. 如 图 2. 80 所 示 , 杆 AB、BC 和 CE 组 成 的 支架 和 滑轮 下 支持 着 物体 W， 物 体 W 
外 12kN, D 处 为 贸 链 连接 ,结构 的 几何 尺寸 如 图 。 试 求 固 定 贸 链 支 座 A 和 滚动 支 座 B 处 
的 约束 反 力 以 及 杆 BC 所 受 的 力 。 
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图 2.79 构架 2.50 支架 与 滑轮 
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35， 试 不 需 计算 先 确定 图 2. 81 RHEE. HP А К НОА НЕО РЧ 22. 

















图 2.81 нж 
36. 试用 截面 法 求 如 图 2. 82 所 示 柏 架 指定 杆 件 (标注 数字 号 码 杆 件 ) 的 内 力 。 
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空间 力 系 


教学 目标 


本 章 主 要 介绍 力 在 空间 坐标 轴 上 的 投影 ， 力 对 轴 的 矩 ， 以 及 空间 力 系 的 平衡 方程 等 ， 
以 平衡 方程 的 应 用 为 重点 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 理解 主 入 、 主 纸 等 基本 概念 ， 掌 握力 对 点 的 矩 、 力 对 轴 的 矩 以 及 两 者 之 间 的 关 
系 、 合 力 投影 定理 、 合 力矩 定理 。 

(2) 掌握 空间 特殊 力 系 的 平衡 方程 ， 能 利用 这 些 方程 求解 相应 的 平衡 问题 。 

(3) 熟练 掌握 空间 力 系 的 化 简 、 空 间 一 般 力 系 的 平衡 方程 ， 能 够 应 用 平衡 方程 求解 未 知 力 。 

















知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
nA e| 。 理解 力 在 空间 坐标 的 投影 与 分 解 Ене 
(1) илла тө (1) Z 8] 138 p 2 ab 3.06 388 95 & Ë 
3 (2) талғай 38 5 31. 3k УЕНЫ 
(3) Фла л ИЖА (3) 两 者 为 投影 关 
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力 在 空间 坐标 上 的 投影 ; 合力 投影 定理 ; 力矩 ; AINERE; 力 偶 ; JBE: TA; 
Ей, 空间 特殊 力 系 ; 空间 任意 力 系 ; 空间 力 系 平衡 方程 。 


È 引 例 


在 工程 实际 中 ， 经 常会 遇 到 物体 所 受 各 力 的 作用 线 不 在 同一 平面 内 ， 而 呈 空 间 任意 分 
布 ， 将 这 种 力 系 称 为 空间 任意 力 系 ， 简 称 空间 力 系 。 它 是 物体 所 受 力 系 最 一 般 的 情形 ， 平 
面 间 题 中 的 各 种 力 系 均 可 看 作 是 空间 力 系 的 一 种 特殊 情形 。 同 平面 任意 力 系 一 样 ， 对 于 空 
间 力 系 亦 将 主要 解决 两 个 问题 : 其 一 是 力 系 的 简化 合成 问题 ; 其 三 是 平衡 条 件 及 其 应 用 问 
题 。 并 且 在 研究 方法 上 也 同 平面 任意 力 系 的 方法 相同 。 

空间 力 系 可 分 为 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 和 空间 任意 力 系 来 进行 研究 。 


| 3. 1 空间 汇 交 力 系 


空间 力 系 中 各 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 称 为 空间 汇 交 力 系 。 同 平面 任意 力 系 一 样 ， 
力 在 坐标 轴 上 投影 的 基础 之 上 来 研究 其 合成 和 平衡 问题 。 
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3.1.1 力 在 空间 直角 坐标 铀 上 的 投影 及 分 解 


1. 力 在 空间 直 秀 坐标 轴 上 的 投影 
如 图 3. Ка). ЖЛЕНЗ 个 直角 坐标 轴 的 夹 角 分 别 为 ws、B、7Y， 则 力 在 各 坐标 轴 
上 的 投影 可 由 力 的 大 小 与 该 坐标 轴 的 夹 角 余弦 的 乘积 来 计算 ， 即 





图 3.1 力 下 的 投影 


Е,--Есовзф 
Е. = Есоѕу 


利用 式 (3 - 1) 计 算 投 影 的 方法 称 为 直接 投影 法 。 而 若 力 下 与 坐标 轴 Oz 和 Oy 的 夹 角 


Е, = Есоѕа 
| (3-1) 

















EBY 


mE 空间 力 系 


a、B 不 易 确定 时 ， 可 先 将 力 下 投影 到 Oxy 平面 上 ， 得 到 一 力 在 平面 上 的 投影 量 Е,, Ап 
再 将 已 ,投影 到 z 轴 、y 轴 上 。 如 图 3.1(b) 所 示 ， 当 已 知 yY、g 角 时 ， 力 在 坐标 轴 上 的 投影 
量 可 由 下 式 计算 : 
































Ë; Í 
F, = Еѕіпуѕіпф L (3-2) 
Е.= Есоѕу 

由 式 (3- 2) 计 算 投影 的 方法 又 称 为 二 次 投影 法 。 但 需 注意 ， 力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 一 
代数 量 ， 而 力 在 一 平面 上 的 投影 应 为 一 矢量 ， 这 是 因为 在 平面 上 的 投影 量 不 能 简单 由 坐标 
轴 的 正 负 来 确定 其 方向 。 

2. 力 沿 坐标 轴 的 正 交 分 解 

同 力 在 坐标 轴 上 的 投影 类 似 ， 可 将 力 矢 沿 3 个 坐标 轴 方 向 分 解 为 3 个 正 交 分 力 F 
F,. F., Ш 3. 2 所 示 ， 则 有 

Ғ-Е,-Е,-Е. 

由 力 在 坐标 轴 上 的 投影 和 分 解 的 形式 可 知 ， 其 正 

交 分 力 应 与 其 在 坐标 轴 上 相应 的 投影 值 有 如 下 关系 








F.=F,i | 
F,=F,j (3-3) 
ғ-ыы g 
AP., i j, 大 分 别 为 沿 3 个 坐标 轴 工 、y、= 的 单位 矢 У 
Ht; WIR ЕЛГЕ ЧЕНТО ВТЗ у ` 
F=F.i+F,j-+F.k (3-4) 图 3.2 力 下 的 正 交 分 解 


即 力 矢 严 可 由 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 来 表示 。 若 已 知 力 在 坐标 轴 上 的 投影 F.. F,. 
已 ， 则 力 的 大 小 和 方向 余弦 可 由 下 式 确定 : 
Бе, EE | 
cosa E. соѕВ 5, cosy Е| 
必须 注意 ,由 式 (3- 5) 只 能 确定 力 矢 的 大 小 和 方向 ， 不 能 确定 其 作用 线 位 置 。 而 由 力 
矢 的 3 个 分 量 可 确定 力 的 三 要 素 。 












































3.1.2 空间 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 


1. 空间 汇 交 力 系 的 合成 

与 平面 汇 交 力 系 类 似 ， 空 间 汇 交 力 系 的 合成 方法 亦 有 两 种 ， 即 几何 法 和 解析 法 。 但 在 
几何 法 合成 时 ， 由 于 所 作出 的 力 多 边 形 不 在 同一 平面 内 ， 所 以 实际 运用 起 来 较 困难 ， 故 
一 般 不 使 用 该 方法 。 但 由 几何 法 可 知 ， 若 有 F... For e Е, 组 成 一 空间 汇 交 力 系 ， 则 力 
系 的 合力 Fk 应 等 于 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 即 
Ғұ-Е--Е,----БЕ,-УЕ (3-6) 
HEJ Fr 的 作用 线 通 过 力 系 的 汇 交 点 。 
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在 解决 空间 力 系 实际 问题 时 ， 一 般 采 用 解析 法 进行 分 析 。 由 式 (3- 4) 可 知 ， 力 系 中 任 
一 力 Е, 均 可 表示 为 





F,=F,i+F,j-+F.k (a) 
将 式 (a) 代 入 式 (3-6) 中 , 得 
F.=XF=XF,+XF,j+F.k 
# J Fr 在 各 轴 上 的 投影 分 别 为 Fres Fre Fa, W 


| 
Fa, = XF, + (3-7) 
Еһ. = ХЕ, | 


ERKI: 合力 在 某 一 轴 上 的 投影 ， 等 于 力 系 中 各 力 在 同一 轴 芋 的 投影 的 代数 和 。 这 
就 是 空间 的 合力 投影 定理 。 
式 (3-5) 可 知 ， 合 力 的 大 小 和 方向 可 由 下 式 确定 : 
Fa=/Fk, РЕ РЕ, =/(22F, F ОЕ (ZF) | 
ХЕ ХЕ >F. i (3-8) 
cosa Fr ， cosh F: созу Е. | 
式 中 ,a、B、Y 分 别 为 合力 Fe т. ys z3 个 直角 坐标 轴 的 夹 角 。 因 为 已 知 力 系 为 一 汇 交 
力 系 ， 所 以 合力 作用 线 一 定 通过 汇 交 点 5 
【 例 3. 1】 已 知 空间 汇 交 力 系 的 4 个 力 中 Е,-604--80)--6ОК(М). FF 二 一 70i 十 70k(N)， 
F,=30i—40j—50k(N), Jj 二 100i 十 100j 十 80kEN) ， 求 第 四 个 力 的 大 小 和 方向 。 
解 : 设 F, 的 解析 表达 式 为 Fi 二 Fwi 十 Fj 十 Fisk。 
由 式 (3 - 7) 可 知 
























































Еһ-ХЕ,--60%-704-30--Е,,--100(М) a) 
Fry = DF, =80440 +F, =100(N) 2) 
Fr- = УЕ. =60+70—50+F,.=80(N) (3) 








解 得 : 








Fa =80N, Fi,=60N, Е.=0, 
即 Fi=80i+60j 


所 以 , J F, 的 大 小 F, =/80 F60 =100(N) 
27 F, 的 方向 a=cos 10-36. 87° 
B=cos =, 13° 
у= соѕ 1107—90" 


Ж, а, B. y 为 第 四 个 力 F, ул, у. = 3 个 坐标 轴 的 夹 角 。 
2. 空间 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 
由 上 述 讨 论 可 知 ， 空 间 汇 交 力 系 同 平面 汇 交 力 系 一 样 ， 其 合成 结果 亦 为 一 合力 。 所 以 
空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 力 系 的 合力 等 于 零 ， 即 
Е.-ХЕ-0 (3-9) 
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或 可 用 解析 式 表示 为 
FeV СЕ) СЕ) ЕСЕ)? =0 
所 以 
ХЕ,-о0 
енды | (3-10) 
SF =o) 








上 式 表明 ， 空 间 汇 交 力 系 平衡 的 充分 和 必要 条 件 是 : 该 力 系 中 各 力 在 3 个 坐标 轴 的 每 
一 坐标 轴 上 的 投影 的 代数 和 均等 于 零 。 式 (3 - 10) 亦 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 

【 例 3.2] 如 图 3. 3 所 示 简 易 三 角 架 起 重 的 装置 ， 其 中 AB, АС, AD “ІШІМІЗ ІП 
视 为 球形 铵 链 连 接 。 三 角 架 的 三 角 B. C. 构成 一 等 边 三 角形 ， 且 每 根 杆 均 与 地 面 成 0 一 
65° 的 倾角 。 已 知 起 吊 的 重 物 重量 为 W= 二 2kN， 试 求 3 根 杆 所 受 的 压力 。 




















图 3.3 ZA% 


解 : 由 题 意 可 知 ; АВ, AC. AD 三 杆 为 三 力 杆 , 设 三 杆 所 受 的 不 力 分 别 为 Fl、F;、 
下 ;， 上 且 力 系 为 一 空间 汇 交 力 系 。 取 节点 A 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 З. 3(b) 所 示 ， 建 立 如 网 
所 示 坐 标 系 Orzy<， 可 列 出 如 下 平衡 方程 








УЕ,=0. —F,cos0cos30°+ F;cos0cos30°=0 (1) 
ХЕ,-0. Ficosñsin30°+- F;cos0sin30°—F.cos0=0 (2) 
ХЕ.-о. Fisin0+F;sin0+ F,sin—W=0 (3) 





联 立 求解 可 得 F.=F,=F,—2T4 


将 W=2kN、0==65" 代 入 上 式 得 
W 2Х10: 
A 











| 3.2 力 对 点 之 矩 和 力 对 轴 之 和 矩 





在 平面 任意 力 系 中 ， 力 对 点 之 矩 可 用 代数 量 来 表示 。 那 么 在 空间 力 系 中 又 该 如 何 描述 
呢 ? 在 本 节 中 将 对 这 一 问题 进行 分 析 。 
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3.2.1 空间 力 系 中 力 对 点 之 矩 的 矢量 表示 


在 平面 力 系 中 ， 只 需 用 一 代数 量 即 可 表示 出 力 对 点 之 矩 的 全 部 要 素 ， 即 大 小 和 转向 ， 
这 是 因为 力矩 的 作用 面 是 一 固定 平面 。 而 在 空间 问题 中 研究 力 对 点 之 矩 的 问题 时 ， 不 仅 要 
考虑 力矩 的 大 小 和 方向 ， 还 要 考虑 力 和 和 矩 心 所 在 平面 的 方位 。 当 该 作用 面 的 空间 方位 不 同 
时 ， 其 对 刚体 的 作用 效果 则 完全 不 同 。 所 以 ， 在 空间 问题 中 ， 力 对 点 之 矩 是 由 力矩 的 大 
小 、 力 矩 作用 面 的 方位 及 力矩 在 作用 面 内 的 转向 这 З 个 要 素 所 决定 的 。 而 用 一 代数 量 是 无 
法 将 这 三 要 素 表示 出 来 的 ， 故 须 用 一 矢量 来 表示 ， 将 该 矢量 称 为 力矩 矢 。 力 下 对 点 O 之 
EIIE mo (F), ， 如 图 3.4 所 示 ， 该 力矩 和 撩 通过 和 矩 心 0， 且 垂直 于 力矩 作用 面 ( 即 AOAB 所 
在 平面 )， 其 方向 可 由 右手 螺旋 法 则 确定 : 即 右 手 四 指 与 力也 对 点 O 之 矩 的 转动 方向 一 
致 ， 则 拇指 所 指 方向 就 为 力矩 笑 的 方向 。 而 力矩 的 大 小 为 
[mo(F)| =Fd=2A Xini 
式 中 ，d 为 矩 心 O 到 力 环 作用 线 的 垂直 距离 ， Axim 为 三 角形 OA4AB 的 面积 。 

# r RRD O 到 力作 用 点 A 的 矢 径 ( 图 3.4)， 则 矢量 r> F 的 大 小 为 

|"ХЕ| R Ames 

且 矢 量 rXF 的 方向 也 可 由 右手 螺旋 法 则 确定 ， 由 图 3.4 可 知 ， 其 方向 与 力矩 矢 mo(F) 

的 方向 一 致 ， 所 以 
mo(F)=7XF (3-11) 

上 式 为 力 对 点 之 矩 的 矢 积 表达 式 。 它 表明 : H 
对 点 的 矩 矢 等 于 和 矩 必 到 力 的 作用 点 的 矢 径 与 该 力 的 
矢 积 。 

必须 指出 坟 由 于 力矩 矢 的 大 小 和 方向 均 与 矩 心 
的 位 置 有 关 , 若 力 矩 矢 的 矢 端 必须 在 矩 心 而 不 可 任 
意 移动 ， 所 以 ， 力 和 矩 矢 应 为 一 定位 矢量 。 图 3.4 力 下 对 点 O 之 矩 























































































































3.2.2 空间 力 系 中 力 对 轴 之 矩 


在 工程 实际 中 ， 经 常会 遇 到 研究 对 象 绕 某 一 定 轴 转 动 的 情况 ， 这 时 需 确定 力 对 该 定 轴 
之 矩 的 大 小 和 方向 。 如 图 3.4 所 示 ， 若 和 欲求 力 下 对 于 = 轴 之 矩 ， 可 先 作 一 与 > 轴 垂 直 的 
ту 平面 ， 且 = 轴 与 xy 平面 相交 于 O д. Е.Е Ery 平面 内 的 投影 。 由 图 3. 4 的 空间 
位 置 关 系 可 知 ， 力 下 对 x 轴 的 矩 就 是 其 投影 下 ,对 >* 轴 的 窍 ， 或 者 说 是 在 zy 平面 内 下 ,对 
O ARIRE. Вр 












































m.(F)=m.(F,,)=mo(F,,) 
设 di 为 矩 心 9 到 下 -作用 线 的 距离 ， 则 力 下 对 = 轴 的 矩 可 定义 为 
m. (F)=+F,, • а. = +2Адов (3-12) 
上 式 表明 : 力 对 轴 的 矩 为 一 代数 量 ， 其 大 小 等 于 力 在 垂直 于 该 轴 平 面 内 的 投影 对 于 轴 
与 平面 交点 之 矩 ; 其 转向 可 由 式 中 正 负 决 定 ， 即 从 轴 的 正 向 观看 ， 若 力矩 使 刚体 绕 轴 逆 时 
针 转 动 ， 则 取 正 值 ， 反 之 取 负 值 ,或 者 可 按 右 手 螺 旋 法 则 来 确定 正 负 号 。 它 是 力 使 刚体 绕 
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mE 空间 力 系 
该 轴 转 动 效 应 的 度量 ， 其 单位 为 牛顿 * KN + тп). 


须 注意 ， 由 式 (3- 12) 可 知 ， 当 力 与 某 一 轴 平 行 或 相交 时 ,或 者 说 当 力 与 轴 在 同一 平 
面 内 时 ， 力 对 该 轴 的 矩 为 零 。 




















3.2.3 力 对 点 之 矩 与 力 对 通过 该 点 的 轴 之 矩 间 的 关系 














上 述 分 析 及 图 3.4 所 示 可 知 ， 力 下 对 点 О 的 矩 的 大 小 为 
mo(GF)| 一 2AAos 
而 力 下 对 通过 点 0 的 = 轴 的 矩 的 大 小 为 
|m. (F) | =2Ало ву 
在 图 3.4 中 ， 由 几何 学 知识 可 知 
Алов * соѕу= Алон в 
式 中 , y 为 AOAB 和 AOA,B, 所 在 两 平面 的 夹 角 ， 因 为 力矩 矢 mA z 轴 分 别 垂直 了 
两 平面 ， 所 以 矢量 то СРУ = 轴 的 夹 角 亦 为 Y， 则 
[mo(F) | cosy= | m, tF) | 
式 中 ,左边 即 为 力矩 矢 mo(F) 在 z 轴 上 的 投影 、 用 Lmo(F)]: 表示 。 若 考虑 到 正 负 号 的 关 
系 ， 则 上 式 可 写成 














[mo(F) ].=m.(F) (3-13) 

上 式 表明 : HI AZA ЙӘН phi A ЕА L ОАВ ы Р Jy Н. 
和 矩 。 它 表明 了 力 对 点 之 矩 与 力 对 通过 该 点 的 轴 之 矩 问 的 关系 。 

在 图 3.4 中 ， 若 矢 径 7 末端 A ЖИНА (т, ә, D, MAIR F=F, i +F, j+HFk, 
Rik r=xi--yj--zk. 则 由 式 (3 - 11) 可 知 力 对 点 'O WERK 





i Ууж 

mo(F)=rXF=| x yí = 

Po Py Б; 
=(yF.—z=F,)i+(z=F,—zF,)j +-(zF,—yF.,)k (3-14) 


式 中 ， 单 位 向 量 i、j、k WRABER тос z. y, z3 УА ВЕ BHH 
式 (3-13) 可 知 ， 力 五 对 各 坐标 轴 之 矩 的 解析 表达 式 为 
С 
m,(F)==<=F,—z=F. > 
т.(Е) =:Е,— уЕ, | 


| 33 空间 力 偶 


我 们 已 经 知道 ， 力 和 力 偶 均 是 两 个 基本 的 力学 量 。 在 本 节 中 将 讨论 空间 力 偶 的 基本 性 
质 以 及 空间 力 偶 系 的 合成 和 平衡 问题 。 





(8-15) 








3.31 空间 力 偶 的 等 效 定理 








平面 力 偶 理论 可 知 ， 在 同一 平面 内 两 力 偶 等 效 的 条 件 是 两 力 偶 的 力 偶 矩 的 代数 值 相 
М4 
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等 。 而 在 空间 问题 中 ， 两 力 偶 若 要 等 效 除 应 满足 平面 力 偶 的 等 效 条件 外 ， 还 需要 考虑 力 偶 
作用 面 改 变 时 其 对 刚体 作用 效应 的 影响 。 首 先 ， 当 力 偶 作 用 面 所 在 空间 方位 不 同时 ， 其 对 
刚体 的 作用 效应 明显 不 同 ; 其 次 ， 若 力 偶 作 用 面 方位 相同 时 ， 即 力 偶 作 用 面 平行 时 ， 结 果 
会 如 何 呢 ? 

如 图 3.5 所 示 ， 设 平面 工 内 作用 一 力 偶 (F、F")， 其 力 偶 臂 为 AB。 现 在 与 平面 工 平 
TRET I WERE A B. 使 AB 与 A,B, 平行 且 相 等 。 在 A!、Bi 两 点 处 各 加 一 对 平衡 
力 ， 且 令 
































Е =Е,=Е,=Е =Е=Е 

即 所 加 各 平衡 力 的 大 小 均 与 原 力 偶 中 的 力 王 相等 ， 且 各 平衡 力 方向 与 力 下 平行 。 由 
加 减 平衡 力 系 公理 可 知 ， 两 平面 内 的 6 个 力 所 组 成 的 力 系 应 与 原 力 偶 (F、F ) 等 效 。 若 将 
DR FA ЕЛІҢДІ RIRE. ри 2 R' 应 作用 于 平行 四 边 形 ABBA 的 对 角 线 

















交点 O。 同 理 ，R 为 力 矢 MEF 的 合力 ， 其 亦 作 用 于 Ол. 
因为 
Е'=Е,= Е) 
所 以 
R=R' 


TAJR Е Е 为 一 对 平衡 力 ， 若 去 掉 该 平衡 力 ， 则 两 平面 内 的 6 个 力 只 剩 下 了 平面 

IAHR F. 和 Fi， 且 该 二 力 拓 组 成 了 新 的 力 偶 (Fl、F1)， 且 其 与 原 力 偶 (F、F') 等 
效 。 也 就 是 说 ,将 平面 了 内 的 力 偶 (F、F') 平 行 移 到 平面 应 内 ， 不 会 影响 其 对 刚体 的 作用 
效应 。 
综 上 所 述 ， 可 得 空间 力 偶 的 等 效 条 件 是 : 若 两 力 偶 的 力 偶 矩 大 小 相等 、 转 向 相同 ， 且 
面 平行 ， 则 两 力 偶 等 效 。 
由 于 空间 为 偶 对 刚体 的 作用 效应 取决 于 力 偶 的 力 偶 矩 的 大 小 、 转 向 以 及 力 偶 作用 面 的 
方位 ， 即 空间 力 偶 的 三 要 素 ， 所 以 也 可 以 用 一 矢量 来 表示 力 偶 的 三 要 素 。 如 网 3.6 所 示 ， 
矢量 т 称 为 表示 力 偶 三 要 素 的 力 偶 矩 矢 。 其 与 力 偶 的 关系 可 由 右手 螺旋 法 则 来 确定 ， 即 右 
手 四 指 与 力 偶 的 转向 一 致 ， 拇 指 所 指 方向 即 为 力 偶 矩 矢 的 指向 ， 而 力 偶 矩 的 大 小 为 
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3.5 空间 力 偶 的 等 效 条 件 36 力 偶 的 三 要 素 
|т|-Е:а 
жәр. d 8080970858. 
空间 力 偶 的 等 效 条 件 可 知 ， 力 偶 矩 矢 应 为 一 自由 矢量 。 
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mE 空间 力 系 


引入 力 偶 矩 矢 概念 后 ， 空 间 力 偶 等 效 条 件 又 可 陈述 为 : 凡 力 偶 窍 矢 相 等 的 力 偶 均 为 等 
效力 偶 。 


3.3.2 空间 力 偶 系 的 合成 与 平衡 


若 将 空间 力 偶 系 中 各 力 偶 均 用 其 各 力 偶 矩 矢 来 表示 ， 且 其 均 为 自由 矢量 ， 所 以 可 将 空 
间 力 偶 系 中 的 各 力 偶 矩 矢 简化 为 交 于 一 点 的 矢量 系 ， 而 矢量 的 合成 应 符合 平行 四 边 形 法 
则 ， 故 最 终 可 将 其 合成 为 一 合力 偶 矩 矢 。 

所 以 ， 空 间 力 偶 系 可 合成 为 一 合力 偶 ， 且 合力 偶 矩 矢 等 于 力 偶 系 中 所 有 各 力 偶 矩 矢 的 
矢量 和 ， 即 








М-т,--т,“----т,-Хт (3-16) 
若 空间 力 偶 系 处 于 平衡 ， 则 其 合力 偶 矩 矢 必 等 于 零 , 即 
М-Хт-0 
上 式 即 为 空间 力 偶 系 的 平衡 条 件 。 若 将 其 写成 投影 形式 ， 则 
Ут,=0 
Хту-0 (3-17) 
0) 
2003-17) 4809. ЛИР ИО ЖУ ИНЕ. fB НЧЕ ЛИВАНЕ 3 个 坐标 
轴 各 轴 上 的 投影 的 代数 和 等 于 零 : 式 (3 - 17) LAS JJ (B ЗР ГА 


| 3.4 -空间 任意 力 系 向 一 点 的 简化 жЕ 


对 空间 任意 力 系 的 简化 可 以 采用 平面 任意 力 系 的 简化 方法 ， 即 首先 将 其 向 一 已 知 点 
简化 ， 所 以 空间 任意 力 系 简化 的 理论 依据 仍 为 力 的 平移 定理 。 如 图 3. 7 所 示 ， 将 空间 任 
意 力 系 中 各 力 Fl Е. e. F, 分 别 平移 到 简化 中 心 O 点 ， 原 力 系 将 与 一 空间 汇 交 力 系 
Fi, Ез, e, Е, ТАЈ mi. m, е, m, 等 效 。 空 间 汇 交 力 系 可 以 合成 为 一 
作用 于 简化 中 心 OWAH Fr, E 








(c) 
图 3.7 空间 任意 力 系 的 简化 
Е=Е Е, +Е, = УЕ 


wa 


Жаа 


因为 
Fi=F, F;=F,, «=, Е,-Е, 





所 以 
Ғ-ХЕ-ХЕ-Е, (3-18) 

矢量 Fk 为 原 空间 任意 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ,将 Е = УЕ 称 为 空间 任意 力 系 的 主 矢 。 
也 就 是 说 ， 空 间 汇 交 力 系 的 合力 矢 Fr 等 于 原 力 系 的 主 矢 。 同 平面 问题 一 样 ， 空 间 任意 力 
系 的 主 矢 与 简化 中 心 位 置 无 关 。 另 外 ， 还 需 注意 的 是 ， 汇 交 力 系 的 合力 矢 Fr GER Fk 并 
不 完全 相同 。 

空间 附加 力 偶 系 可 合成 为 一 合力 偶 ， 其 合力 偶 矩 矢 等 于 各 附加 力 偶 矩 矢 的 矢量 和 ， 即 

Mo 一 ma +m, +---+m,=>m 
而 各 附加 力 偶 的 力 偶 矩 矢 分 别 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 O 点 的 矩 的 力矩 矢 ， 即 ; 


тү-то(Е)). m,=mo(F,). ，… m,=mo(F,) 











所 以 
Mo 一 mo(CP то (Е) l mo E,)= Dmo(F) (3-19) 
ЖМЫ- Ут РУ НИЕ ОЕ. 其 合力 矩 撩 等 于 原 空 间 力 系 中 各 
力 对 简化 中 心 之 矩 的 矢量 和 。 且 同 平面 问题 相同 ， 主 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 所 
以 ， 说 到 主 矩 时 一 般 必 须 指出 是 态 系 对 哪 一 点 的 主 矩 。 
综 上 所 述 : 空间 任意 力 系 向 一 已 知 点 简化 的 结果 一 般 可 以 得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 该 
力作 用 于 简化 中 心 ， 它 的 矢量 等 于 原 力 系 中 各 力 的 矢量 和 ” 即 等 于 原 力 系 的 主 矢 ， 且 主 矢 
与 简化 中 心 的 位 置 无 关于 该 力 偶 的 力 偶 矩 矢 等 于 原 态 系 中 各 力 对 简化 中 心 的 矩 的 矢量 和 ， 
即 等 于 原 力 系 对 简化 中 心 的 主 矩 ， 且 主 和 矩 二 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 
在 计算 力 系 的 主 矢 和 主 矩 时 ， 常 采用 其 解析 计算 式 进行 计算 。 如 图 3. 7(c) 所 示 ， 以 简 
化 中 心 O 为 坐标 原点 ， 建 立 图 示 坐 标 系 Oryz。 设 Fk 、Fk,、FRk 分 别 为 主 拓 Fk 在 3 个 坐 
标 轴 上 的 投影 ， 由 式 (3- 7) 可 知 ， 主 矢 在 各 轴 上 的 投影 值 应 等 于 力 系 中 各 力 在 同一 轴 上 投 
影 的 代数 和 ， 即 



































| 





Fk = >F, + (3-20) 
рур. | 
所 以 ， 主 矢 的 大 小 和 方向 可 由 下 式 确定 : 
Еһ=/ СЕО FOF, FOF,” l 


2 i ; (3-21) 
соѕа= ЈЕ, /Ев, cosg=2F,/Fk, соѕу= УЕ. /Е!{ 


式 中 ,a、B、7Y 分 别 为 主 矢 与 3 个 坐标 轴 x、y、z 正 向 间 的 夹 角 。 
同 理 ， 若 设 主 矩 Mo 在 3 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 Mo, 、Mo, 、Mo-， 由 式 (3- 13) 及 
式 (3- 19) 可 得 





Мо. оа жәе! 
Mo =[>2mo(F) ], => m, (F) > 
Mo =[22mo(F) ]. = Ут. (F) | 
则 主 矩 的 大 小 和 方向 可 由 下 式 确定 : 


o A 


(3-22) 

















mE 空间 力 系 





Mo 一 [Yes (F) H Em, CF) +[2m, (F) Ë | 
соға = Ут, (F)/Mo, соқ = Ут,(Ғ)/Мо. cosy'= Уут. (F)/Mo Í 
式 中 ,ce 、B 、Y 分 别 为 主 矩 与 3 ИЕН z. y. z EHR ЙІ. 


(3-23) 











| 3.5 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 


将 空间 任意 力 系 向 一 已 知 点 简化 时 ,可 得 一 力 和 一 力 偶 ， 即 主 矢 FMEN Мо. mI 
最 终 的 合成 结果 可 有 以 下 几 种 情况 。 

(1) Еұ-0. M,=0 

МИЛ 8 7 -JBE ИННИ SEN RIE O O 的 主 矩 相等 。 在 
这 种 情况 下 ， 主 矩 与 简化 中 心 位 置 无 关 。 
(2) Fk#0, Mo=0 
说 明 原 力 系 与 一 力 等 效 ， 该 力 矢 与 原 力 系 的 主 矢 相 等 ， 且 该 力 矢 即 为 原 力 系 的 合 
(3) FR#0. Моз20 
此 为 将 力 系 向 一 点 简化 时 的 一 般 形式 ;可 有 以 下 3 种 情况 。 
O 4 Fk LM 时 ， 如 图 3. 8Ca) 所 示 ;》 З Мо 可 由 一 力 偶 CFRK、Fe ) 表 示 ， 其 作用 面 
ER Fk 在 同一 平面 内 [图 3.8091. 若 组 成 力 偶 的 力 矢 与 主 矢 相等 ， 即 
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Й , 
Ек = Ее = Ер 
Fl F Fr 
1 
l а 
о! о 4 
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7 > y 
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(a) (b) 


图 3.8 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 


则 其 力 偶 辟 а A 


— Mol 
Е ч 


最 终 原 力 系 可 合成 为 一 作用 于 A 点 的 力 和 撩 Fk BIR Fa 即 为 原 力 系 的 合力 [图 3.800) ]. 
另外 ， 由 上 述 讨 论 可 知 , 力 系 的 合力 Fr 对 O 点 的 矩 应 等 于 原 力 系 对 O 点 的 主 矩 
Mo， 即 











mo(Fr)=Mo 
而 由 式 (3- 19) 可 知 
Mo=>mo(F) 
所 以 
mo(Fx) => mo(F) (3-24) 


ШЕ) 


зза 


上 式 表明 : 空间 任意 力 系 的 合力 对 任 一 点 的 矩 等 于 力 系 中 各 力 对 同一 点 的 矩 的 矢量 
和 。 这 就 是 空间 任意 力 系 的 合力 矩 定理 。 

若 将 式 (3- 24) 投 影 到 通过 O 点 的 任 一 轴 上 (以 = 轴 为 例 )， 由 力 对 点 的 矩 和 力 对 轴 的 
ЗЕРЕ ШЫ; 





m. (Fr)= Ут. (F) (3-25) 
即 空间 任意 力 系 的 合力 对 任 一 轴 的 矩 等 于 力 系 中 各 力 对 同一 轴 的 矩 的 代数 和 。 
© 4 FR //Mo 时 ， 力 矢 严 将 垂直 于 力 偶 的 作用 面 ， 如 图 3.9 所 示 ， 这 时 力 系 将 不 能 
进一步 简化 ， 而 为 一 最 简单 的 力 系 。 由 一 力 和 一 作用 面 与 力 的 作用 线 垂直 的 力 偶 组 成 的 力 
系 ， 称 为 力 螺 旋 。 若 力 偶 的 转向 与 力 的 指向 符合 右手 螺旋 法 则 ， 称 为 右 螺 旋 [图 3. 9(a)]; 
而 若 二 者 符合 左手 螺旋 法 则 ， 称 为 左 螺旋 [图 3.9(b)]。 力 的 作用 线 称 为 力 螺 旋 的 中 心 
轴 。 例 如 钻床 的 钻头 对 工件 作用 、 螺 旋 桨 对 一 流体 的 作用 等 都 为 力 螺旋 。 


Mo 
; Fk Ж Fh Fá 
Ж Ж / Ие РА 

о / 4 Q... 
Ж ЖЖ O z Z. 

一 < 2 Ж 24 

мо 
) (b) 


(a) 












































图 3.9 最 简 力 系 


© 当 Fk 与 Mo 成 任意 夹 朋 & 时 ， 此 为 力 系 向 已 知 点 简化 的 最 一 般 的 形式 。 在 此 情况 
下 ， 可 将 主 矩 Mo 沿 力 的 作用 线 和 与 力 的 作用 线 垂直 的 两 个 方向 分 解 为 两 个 分 力 偶 矩 矢 ， 
再 由 上 述 两 种 情况 的 讨论 可 知 ， 最 后 可 将 力 系 简化 为 一 力 螺 旋 。 但 需 注 意 ， 这 时 力 螺旋 的 
中 心 轴 并 不 过 简化 中 心 ， 其 具体 位 置 可 自行 分 析 。 

(4) PR 二 OY\_WMo 一 0 

说 明 原 力 系 为 一 平衡 力 系 ， 将 于 下 节 中 详细 讨论 。 

【 例 3.3】 如 图 3. 10 所 示 边 长 为 a 的 立方 体 ， 在 其 4 个 角 上 作用 有 大 小 均 为 下 的 4 个 
力 ， 方 向 如 图 所 示 。 求 力 系 向 О 点 简化 的 结果 以 及 简化 的 最 后 结果 。 














图 3.10 作用 于 正方 体力 系 的 简化 


解 : (1) 求 力 系 向 O 点 简化 的 结果 ， 可 先 求 出 其 主 矢 和 主 矩 的 大 小 及 方向 ， 由 图 З. 10 
(a) 可 知 
EF,=F=F 


EBY 


mE 2825 


УЕ,=Е,=Е 
ХЕ-Е,-Е,-о0 
所 以 由 式 (3 -21) 可 求 出 主 矢 的 大 小 为 
FV (DE) СЕСЕ) =V2F 
且 可 知 其 方向 如 图 3. 10(b) 所 示 ，Fk 在 xOy 平 面 内 ,与 x 轴 夹 角 为 45°. 
又 因为 




















Ут, (F)=F, » a—F, * a=0 
Em, (F)=F; “а--Ға 
Хт.(Е)-0 
则 由 式 (3- 23) 可 得 主 矩 的 大 小 为 
Mo=V/[2m,(F)]° +[2;m,(F)] +[2m.(F)] = Еа 

主 矩 的 力 偶 矩 矢 Mo 的 方向 沿 y 轴 正 向 ， 如 图 3.1005). 

所 以 将 原 力 系 向 O 点 简化 时 ， 可 得 一 力 和 一 办 偶 ， 且 该 力 矢 与 力 偶 矩 矢 在 Ory 平面 
内 的 夹 角 为 45 。 

(2) 求 力 系 简化 的 最 后 结果 。 

力 系 向 O 点 简化 的 结果 并 不 是 最 后 结果 。 将 主 矩 Mo 沿 主 矢 方 向 及 与 主 矢 垂 直方 向 分 
МН ЛИН m, 和 ms ОПРА З. ОСЬ) Гл. пут: 




















Lra 


mı =Mocos45°= Facos45° 


у2 


ms—=Mosind5 = Fasin45 = Еа 
分 力 偶 矩 笑 与 主 和 失 可 合成 为 一 力 矢 ， 且 该 力 矢 的 作用 点 距 О 点 的 距离 为 
т, _V2 ы Q 
Ру Fa /2F=+ 


所 以 ， 力 系 简化 的 最 后 结果 为 一 力 螺旋 ， 且 力 螺 旋 的 中 心 轴 在 水 平面 内 并 通过 A 点 ， 
如 图 3. 10(c) 所 示 。 


ОА- 














| 3. 6 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 











上 节 的 讨论 可 知 ， 当 空间 任意 力 系 向 已 知 点 简化 时 ， 可 得 一 力 和 一 力 偶 ， 即 力 系 的 
主 矢 和 对 简化 中 心 的 主 矩 。 而 当 其 主 矢 和 主 矩 均 为 零 时 ， 则 该 空间 任意 力 系 为 一 平衡 力 
系 。 故 也 可 以 说 ， 空 间 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 该 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 点 的 主 
矩 均 为 零 。 即 
































Ғұа-ХЕ-0 
Мо-Хто(Ғ)-0 
式 (3-21)、 式 (3- 23) 可 知 ， 上 式 可 表示 为 投影 形式 : 

















SEED 


ШИ. зо. 


УЕ,=0 
УЕ,=0 
УЕ. =0 
ы (3-26) 
Ут, (Е) =0 
Ут, (Е) =0 
Ут. (Е) =0 

所 以 ， 空 间 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 又 可 表述 为 : 力 系 中 所 有 各 力 在 3 4 
标 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 为 零 ， 且 力 系 中 各 力 对 3 个 坐标 轴 的 矩 的 代数 和 分 别 为 零 。 
式 (3- 26) 又 称 为 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 。 

空间 任意 力 系 为 所 有 力 系 中 最 一 般 的 力 系 ， 所 有 其 他 形式 的 力 系 均 可 看 作 是 它 的 特殊 
形式 。 所以， 由 空间 任意 力 系 又 可 导出 其 他 力 系 的 平衡 方程 例如 空间 平行 力 系 ， 若 假设 
力 系 中 各 力 与 = 轴 平行 ， 则 不 论 该 力 系 是 否 平衡 , ДЕЗ003 = 26). УЕ, =0. УЕ, =0 及 
Хт.АҒ)-0 三 式 将 恒 为 零 ， 即 为 恒等式 ， 则 空间 平行 力 系 只 有 3 个 平衡 方程 ， 即 

УЕ:=0 | 
Хт,(Е)-о0 
Ўро] 

同 理 ， 对 于 空间 汇 交 力 系 、 空间 力 偶 系 以 及 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 亦 可 由 此 而 得 ， 
可 自行 分 析 。 

同 平面 任意 一 样 ， 在 应 用 式 (3 - 26) 求 解 空间 力 系 阿 题 时 ， 还 可 采用 其 他 形式 的 平和 
方程 ， 如 四 矩 式 、 五 矩 式 及 六 矩 式 方程 、 且 各 种 形式 的 方程 对 投影 轴 和 力矩 轴 均 有 一 定 的 
限制 条 件 ， 但 在 应 用 时 只 需 保 证 所 列 出 的 方程 彼此 独立 即 可 。 

在 分 析 空 间 平衡 问题 时 ， 必 然 会 遇 到 空间 约束 。 对 于 在 平面 问题 中 常见 的 约束 的 类 型 
及 特性 在 第 1 章 中 已 作 了 详细 的 介绍 ， 在 此 基础 上 仅 对 常见 的 空间 约束 的 类 型 及 其 产生 的 
约束 反 力 的 特性 列 于 表 3 - 1 中 ， 以 供 参考 。 

表 3-1 空间 约束 类 型 及 约束 反 力 特性 


(3-27) 











约束 反 力 表示 约束 类 型 
光滑 表面 滚动 支 座 FR 二 力 杆 
Fz 2 
1 Jesas 





径 向 轴承 AHEHE 铁轨 

















BBY 


mE 空间 力 系 


( 续 ) 





约束 反 力 表示 约 东 类 型 
Еа 





~ 























Fes my 带 有 销 于 的 夹板 导轨 
(а) тарт F, % 
š 4 A Се 27 
ы је 2 ? 
табу 4%, (а) (b) 
Fz 空间 的 固定 端 支 座 
m. | my Ыр 
6 рд Fr 22-7 
Fy” ma Z 


【 例 3. 4】 如 图 3.11 所 示 AB,， 杆 长 /=1m， 自 重 不 计 ， 其 A БЕЗ. ЭНЕР, 
H 处 分 别 用 绳子 拉 住 ,使 杆 保持 水 平 。B 端 作用 力 下 =5kN。 已 知 AD=0.4m, АН- 
0. 6m。 试 求 CD、EH 两 绳 的 拉力 。 

解 : 取 AB 杆 为 研究 对 象 ， 甚 受 力 如 图 3.11(b) 所 示 。 而 A 点 处 的 约束 反 力 不 需求 
出 ， 所 以 在 选择 方程 时 应 尽量 避免 出 现 。 





图 3.11 求 拉力 




















2m,=0; Fucos30° + AH—F • /=0 a) 


М4 


Ші 















































Ут.=0: Fpsin30° e AD—Frsin30° • sin45° • АН--0 (2) 
жа» Ен жне тт 9622. 50N) 
式 (2) F, = e i AH 
9622:5 X0. 5X/2/2X0. 6 10204. 7(N) 


【 例 3. 5】 如 图 3. 12 所 示 一 平板 ACDH 由 6 根 支承 杆 支承 ,已 知 主动 力 Pi = 1kN., 
已 一 2kN。 试 求 各 支承 杆 所 受 的 力 。 








图 3.12 支承 杆 受 力 分 析 
解 : ШОҚ АСОН 为 研究 对 象 ， 设 各 杆 均 受 拉力 ， 其 受 力 如 图 3. 12(b) 所 示 。 


由 平衡 方程 











Хт.-0: F, 3. AC=0 (1) 
Ута = 3 = 
Zma, 一 0: F; "5 “АН-0 (2) 
УЕ =0:. P -Re 3. — p, edi (3) 
ә ә 
Хт,-0. C(F,+P,) * AH+F, • £ . DE+F, + CD=0 w) 
Em, =0: (Fi • +F, +P) + DH+ (F: +F) + $ + BC=0 (5) 











ХЕ-о. —F; в-4 Е-(Е ЕЕ. 2—Е,=0 (6) 


5 
联 立 求 解 可 得 

Fi=0, F,=0, F,=1.67kN, F,=—2.67kN, F,=0.67kN, F;=-—1.67kN 
其 中 F,. F; 的 值 为 负 ， 说 明 此 二 杆 受 压 


(BBY 
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| 3.7 重 б 


在 对 工程 实际 中 的 物体 进行 分 析 研究 时 ， 经 常 需 要 确定 研究 对 象 的 重力 的 中 心 ， 即 重 
心 。 我 们 知道 ， 重 力 是 地 球 对 物体 的 引力 ， 也 就 是 说 ， 若 将 物体 看 作 是 由 无 穷 多 个 质点 所 
组 成 ， 则 每 个 质点 都 会 受到 地 球 重力 的 作用 ， 这 些 力 均 应 汇 交 于 地 心 ， 构 成 一 空间 汇 交 力 
系 。 但 物体 在 地 面 附近 时 ， 由 于 物体 几何 尺寸 远 小 于 地 球 ， 所 以 ， 组 成 物体 的 各 质点 所 受 
的 重力 可 近似 看 作 是 一 平行 力 系 。 而 这 一 同 向 的 平行 力 系 的 合力 即 为 物体 的 重心 ， 且 相对 
物体 而 言 其 重心 的 位 置 是 固定 不 变 的 。 

假设 图 3. 13 所 示 的 刚体 是 由 个 质点 组 成 的 ,，C 点 为 刚体 的 重心 。 为 研究 该 刚体 的 
坐标 ， 建 立 图 示 的 与 刚体 固定 的 空间 直角 坐标 系 Ozyz， 刚 体内 一 质点 M, 为 组 成 刚体 的 
个 质点 中 的 任 一 质点 。 设 刚体 和 该 质点 的 重力 分 别 为 'C 和 .G,， 且 刚体 的 重心 和 质点 的 坐 
标 分 别 为 C(xc、yc、zc) 和 Mi(zx;、y;、zi)。 

因为 刚体 的 重力 G 等 于 组 成 刚体 的 各 个 质点 的 重力 G, 的 合力 ， 即 

G= >G, 









































应 用 对 y 轴 的 合力 矩 定理 ， 则 有 
Gzc=Giwti+G;z; +---+G,r,—=2%)Giz, 








所 以 
Е УС} 
Б G 
同 理 ， 若 应 用 对 x 轴 的 合力 矩 定理 ， 则 有 
Сус= буу) 
ШІ 
D 5 
y= 
因为 物体 的 重心 位 置 与 物体 如 何 放置 无 关 ， 所 以 可 将 物体 连同 坐标 系 一 起 绕 x 轴 转 动 
如 图 3.14 所 示 ， 再 应 用 合力 矩 定理 对 工 轴 取 窍 ， 则 可 得 
УСа, 
G 





zc 





3.13 刚体 重心 图 3.14 绕 x 轴 旋转 坐标 系 


М) 
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综 上 所 述 ， 可 知 物体 重心 4 


或 


可 将 上 式 写 成 矢 径 形 式 





E 标 计算 公式 为 








Ne УСб,ғ: 
Te С 
Тау 

=> (3- 28) 
«Оба 

с С 

DG; 
r= = ar: (3-29) 


IP, re 和 x; 分 别 为 物体 重心 和 组 成 物体 的 任 一 质点 对 坐标 原点 的 矢 径 。 
对 匀 质 物体 而 言 ， 若 设 其 密度 为 Y， WRH V. 在 物体 内 任 取 一 微小 部 分 的 体积 为 
AV, WE 


或 用 投影 形式 表示 为 


G=y: V. G,=y* ДУ, 
将 上 式 代入 式 (3- 29) 中 ， 可 得 


5% 
r = >8V n, (3-30a) 


м 
<É < 


> | 
_УЛУ,уҳ (3 - 30b) 











对 于 质量 连续 分 布 的 物体 ， 可 令 АУ, 趋 于 零 ， 则 在 极限 的 情况 下 可 得 到 积分 形式 为 





或 用 投影 形式 表示 为 























有 关 


心 坐标 计算 公式 。 也 就 是 说 ， 对 了 











表 3-2。 
BBY 


式 (3. 31b) 可 知 ， 对 于 匀 质 物体 ， 其 了 
。 物体 的 几何 形状 的 中 心 又 称 为 物体 的 形 心 。 式 (3-30) 及 式 (3 - 31) 又 称 为 物体 的 形 
F 匀 质 物 体 ， 其 重心 和 形 心 位 置 是 重合 的 。 

同 理 ， 还 可 以 得 到 匀 质 等 厚薄 板 及 匀 质 等 截面 细 长 杆 件 的 重心 坐标 计算 公式 ， 可 见 





х (3 - 31а) 





ЕДИ (3-31) 























心 的 位 置 与 其 重量 无 关 ， 而 仅 与 其 几何 形状 














WE 2825 















































表 3-2 重心 坐标 计算 公式 
形式 匀 质 物体 匀 质 等 厚薄 板 或 薄 壳 匀 质 等 截面 细 杆 
Ул; Ma; _ Dalz 
z == =: ze— 元 一 全 全 
SA j: У z Sn j. 
离散 形式 y = 2283: (3-30b) = (3-32) | x — (3-30 
„ — >AV;z _ УЛА: ЖЕРЛІ | 
ze == zc 7 
ЕЕ [ау Е Гама Е [+a 
а 2 Т А” N= 
积分 形式 УМ (3-31b) =: foa (3539 s Іш (3-35) 
ж-“у ўся J= 
22 Піму А Па Ж [еа 
ч У “ А s 1 





对 于 具有 对 称 面 、 对 称 轴 或 对 称 中 心 的 匀 质 物体 ， 其 重心 位 置 
面 、 对 称 轴 或 对 称 中 心 上 。 若 物体 有 两 个 对 称 面 或 对 称 轴 、 
上 。 利 用 物体 的 这 些 特性 可 使 求 重 心 坐 标的 过 程 大 大 简化 。 

但 需 注意 ， 重 心 和 形 必 的 物理 意义 不 同 ， 是 两 个 不 同 
和 形 心 位 置 才 是 重合 的 。 若 是 非 匀 质 物 体 ， 则 其 
- 般 较为 复杂 的 物体 ， 确 定 其 重心 位 置 的 方法 一 般 有 以 下 3 种 。 





心 








1. 积分 法 


积分 法 是 求 重 心 位 置 的 基本 方法 。 对 于 质量 连续 分 布 和 

















将 常用 的 部 分 简单 形体 的 重心 列 于 表 3 - 3 中 ， 供 查 用 。 
表 3-3 部 分 简单 形体 的 重心 列表 











:此 物体 的 对 称 








则 重心 必 在 它们 的 交 线 或 交点 


6 概念。 只 有 当 物 体 为 匀 质 物体 
与 形 心 不 会 重合 。 


的 物体 均 可 利用 积分 法 求解 。 已 





图 形 重心 坐标 图 形 重心 坐标 
o \ КЕ 


_ 2 R: — r sina 
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A— (2a—sin2a) 








Sa 
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( 续 ) 
图 形 重心 坐标 图 形 重心 坐标 
在 中 线 的 交点 
ха а” 
һа+) 从 1 
ә 3(atb) 从 ==" 
"ЛАМ 
Ho 
Xe 3G 1 
sa Ë 
$, = 4 
T, =3, 
R 48. 28—31 
_ 3 Ус ERER)” 
зс 
(913.61 试 求 半 径 为 R、 圆 心 角 为 2а 的 匀 质 扇形 面积 的 
重心 坐标 。 
解 : 可 建立 图 3. 15 所 示 的 坐标 ， 取 z 轴 为 扇形 的 对 称 轴 ， 


则 重心 必 在 工 轴 上 ， 即 y= 二 0， 故 只 需求 x。 
可 任 取 一 微 扇 形 ， 如 图 中 阴影 面积 所 示 ， 其 可 近似 看 作 一 
等 腰 三 角形 ， 由 三 角形 的 性 质 可 知 其 重心 A 应 距 坐 标 原点 O 的 


距离 为 OA 一 全 R， 则 该 三 角形 的 微 面积 和 对 轴 的 坐标 为 











ed 
83.15 义 质 扇形 重心 坐标 UM RR 
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式 (3-31) 可 得 
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то A Ta 
Í, trag 
e gy 
| SR ap, 2sina _ 2Rsina 
E w 3 X 2a За 
所 以 ,在 图 3. 15 所 示 的 坐标 系 下 ， 该 扇形 的 重心 坐标 为 

_ wi 
| ести 


(= 

2. 组 合法 

若 可 将 一 均 质 形 体 分 割 为 几 个 已 知 其 重心 位 置 的 简单 图 
形 ， 则 可 应 用 分 割 法 求解 该 形体 的 重心 坐标 。 

【 例 3.7】 有 一 槽 形 匀 质 薄板 ， 沁 何 尺寸 如 图 3.16 所 
示 ， 求 它 的 重心 坐标 。 

解 : 建立 如 图 3.16 所 示 的 坐标 ”可 将 图 形 用 虚线 分 割 为 о РЕҢ D x 
ЗӘРЛІ. Ш. ЕЖ ГА А. А, Аз, ӘР 
МИ C Саз, y). ОС, ya), Сабаз, уу). 则 有 图 3. 16 MEARE 

Ai =(7—0. 8) X1. 2=7.44(cm”), Ух =3. 9cm, у =17. 4cm; 
А, =18Х0. 8=14. 4(спѓ) з ау =0. 4ст, у =9ст; 
А = (7—0. 8) Х1. 2=7.44(cm?°), 2 =3. 9ст, у =0. бет; 
截面 的 总 面积 А = 7. 44 十 14. 4 十 7. 44—29. 28(cm°) 
由 表 3 - 2 中 匀 质 薄板 的 离散 形式 的 重心 坐标 计算 公式 (3 - 32) 可 得 
УЛА, ° z; _ 7. 44X3. 9+14. 4X0. 4+7. 44X3. 9 


18cm 


















































ze A 5028 2. 18(ст) 
УДА, * y, 7.44Х17.44-4.4Х9-57.4Х0.6 202.) 
Ус А 29. 28 98 











上 例 求 重心 的 方法 称 为 分 割 法 ， 对 于 物体 或 薄板 内 有 孔洞 或 空洞 的 情况 ， 也 可 用 负 
面积 (或 负 体积 ) 法 来 求 重 心 坐标 ， 其 基本 原则 是 将 被 切 去 部 分 的 面积 取 负 值 计 算 。 例 如 
在 例 3.7 中 ， 可 将 薄板 分 为 OABD 和 EFGH 两 个 矩形 ， 而 矩形 EFGH 的 面积 应 取 负 值 ， 
ВЕНА An А. ДЭМА Су Са. yd, Сә. ye). WA 

А =18х<7=126(сті). 2а =3. бст. у =9ст; 

Аз = —6.2Х15.6=—96. 72(ст). 2; =3. 9ст. у, =9ст; 















































公式 得 
УЛА, + z, 126Х3.5--96.72Х3.9 
26 А 29:28 2. 18(cm) 
> AA; • y, _126X9—96. 72X9 
Ус А 29. 28 9(cm) 


A 


Жаа 


事实 上 ， 由 于 在 上 例 中 薄板 有 一 对 称 轴 与 > 轴 平 行 ( 如 图 中 虚线 所 示 )， 可 以 肯定 其 
心 一 定 在 该 对 称 轴 上 ， 所 以 其 重心 坐标 yc 可 以 直接 确定 而 不 需求 解 。 

3. 实验 法 

当 物 体 的 外 形 较 复杂 而 不 易 由 公式 求 其 重心 位 置 时 ， 可 利用 实验 的 方法 测 出 其 重心 的 
位 置 ， 一 般 通过 实验 手段 得 到 物体 重心 的 方法 有 悬挂 法 和 称 重 法 两 种 。 

1) 悬挂 法 

对 于 边界 较 复杂 的 如 图 3. 17 所 示 的 薄板 ， 可 先 将 薄板 悬挂 于 任 一 点 A， 根 据 二 力 平 
WAH. Eb C 必 在 通过 A 点 的 铅 垂 线 上 ， 可 先 画 出 此 铬 垂 线 ， 如 图 3. 17(a) 中 虚线 所 
示 。 再 将 薄板 上 甚 挂 于 男 一 点 B， 同 理 又 得 一 过 В 点 的 铅 垂 线 ， 如 图 .3. 17(b) 所 示 ， 这 两 狼 
重 线 的 交点 C 即 为 该 薄板 的 重心 。 

2) 称 重 法 

对 于 某 些 形状 复杂 或 体积 庞大 的 物体 ， 可 用 称 重 法 确定 其 重心 位 置 。 例 如 图 3.18 所 
示 一 具有 对 称 轴 的 构件 ， 可 先 称 出 其 重量 W， 将 其 如 图 所 示 放 置 ， 且 一 端 置 于 磅 秤 之 上 ， 
并 使 其 对 称 轴 А.В 保持 水 平 。 测 出 值 后 ， 由 平衡 方程 可 得 
Fp * We b=0 


=m | 




































































В, 
А 
š 
(b) 
图 3.17 悬挂 法 测 重心 3.18 称 重 法 测 重心 
解 得 5H 


在 对 称 轴 AB 线 上 量 取 AC 一 2， 而 C 点 即 为 构件 的 重心 。 


本 章 小 结 





1. 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 : 四 直接 投影 法 ; 加 间接 投影 法 。 
2. 力矩 的 计算 
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(1) HASi mo (F)=r> F= 


шон 
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mE 空间 力 系 
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(2) 空间 力 偶 系 


(3) 空间 平行 力 





(2) Hathi m,(F)=(zF,—z=F.) 
(3) 两 者 的 关系 [mo(F).] =m.(F) 
3. 空间 任意 力 系 的 合成 


4. 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 


. 空间 特殊 力 系 的 平衡 方程 


(1) 空间 汇 交 力 系 а | 


(4) 平面 任意 力 系 2>F,=0 УЕ,-о УМ.(Р) =0 


m,(F)=(yF.—zF,) | 


O E S zJ 


Ғұ-Е--Е,-----Е,-ХЕ 


Mo=m +m, +. т, = Ут 





УЕ, =0 
УЕ, =0 
Ут, (Е) =0 
Ут, (Е) =0 
Ут. (Е)=0 


УЕ, =0 | 





УЕ =0 


УЕ, =0 
Èm, 0) 
Ут, =0% 
Ут: =0 
УЕ о | 
Á Ут, (Е) =0 + 
Em 0Р0) 








1. 力 在 空间 直角 坐标 轴 上 的 投影 和 此 力 沿 该 坐标 轴 的 分 力 有 何 区 别 和 联系 ? 
2. 如 图 3. 19 中 所 示 的 4 个 力 大 小 都 等 于 下 ， 尺寸 a 为 已 知 ， 试 问 哪个 力 对 哪个 坐标 


MZEE? 








3. 在 正方 体 的 项 角 A 和 B 处 , 分 别 作 用 力 0 和 P， 如 图 3. 20 所 示 。 求 此 两 力 在 т. 
>、z 轴 上 的 投影 和 对 工 _y、= 轴 的 矩 。 
4. 设 有 一 力 五 ， 试 问 在 什么 情况 下 有 : (Е, =0. m,(F)Z0; (2)Е, #0, m,(F)=0; 














(3)Е, =0, m,(F)=0 
5. 3 个 共 点 力 成 了 


; (4)F,£0, m,(F)Z0, 
F 衡 时 ， 是 否 一 定 在 同一 平面 内 ? 为 什么 ? 
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Жаа 
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图 3.19 4433695 图 3.20 J QFP ӘЖЕ 


6. 位 于 两 相交 平面 内 的 两 力 偶 能 否 等 效 ? 能 否 组 成 平衡 力 系 ? 

7. 试 分 析 下 列 空间 任意 力 系 的 独立 平衡 方程 数 ，(1) 各 办 作用 线 均 与 一 直线 相交 ; 
(2) 各 力作 用 线 均 平行 于 一 确定 平面 ; (3) 各 力作 用 线 分 别 汇 交 于 两 个 固定 点 。 

8. 物体 的 重心 是 否 一 定 在 物体 上 ? 为 什么 ? 








习 题 


1. 在 边 长 为 a 的 正方 体 士 作用 有 3 个 力 ， 如 图 3. 21 7. BA Fi =6к3. F:=2kN, 
下 ,二 4kN。 试 求 各 力 在 ,3 个 坐标 轴 上 的 投影 。 

2. 曲 拐 手 柄 如 图 3. 22 所 示 ， 已 知 作 用 于 手柄 上 的 力 F=100N. AB=100mm, BC= 
400mm, CD=200mm, a=30°, WRH ERr >y, z Wm. 











图 3.21 正方 体 受 力 投影 图 3.22 曲 拐 手 柄 受 力 分 析 


3. 重 物 M 放 在 光滑 的 斜面 上 ， 用 沿 斜 面 的 绳 AM 和 BM hik, 已 知 物 重 W=1kN， 
斜面 的 倾角 二 60"， 绳 与 铅 垂 面 的 夹 角 分 别 为 8-30 和 у= 60°. WE З. 23 所 示 。 如 物体 
尺寸 可 不 计 ， 求 重 物 对 于 斜面 的 压力 和 两 绳 的 拉力 。 

4. 墙角 处 吊 挂 支架 由 两 端 匀 接 杆 OA, OB 和 软 强 OC 构成 ， 二 杆 分 别 垂直 于 墙 面 且 
ІН OC 维持 在 水 平面 内 ， 如 图 3.24 所 示 。 结 点 O 处 悬挂 重 物 ， 其 重 为 W 二 500N, # 
OA=300mm, ОВ=400тт. ОС 强 与 水 平面 的 夹 角 为 30"， 不 计 杆 重 。 试 求 绳子 拉力 和 二 
杆 所 受 的 压力 。 


Gs 













































ME <8лх 








图 3.23 压力 和 拉力 分 析 图 3.24 тала 

5. 如 图 3. 25 所 示 无 重 曲 杆 ABCD 有 两 个 直角 ， 且 平面 ABC 与 平面 BCD ЗЕҢ, ЖМ 
D КЕСЕ, A 端 受 轴承 支承 。 在 曲 杆 的 AB. BC. CD EEM 3 个 力 偶 ， 力 偶 所 在 平 
面 分 别 垂 直 于 АВ, BC 和 CD 三 线段 。 已 知 力 偶 矩 MA M: ， 求 使 曲 杆 处 于 平衡 的 力 偶 
ЖМ, 和 A、 处 的 约束 反 力 。 

6， 如 图 3. 26 所 示 ， 一 重量 W=1000N 的 匀 质 薄板 用 止 推 轴承 A. B 和 绳索 CE 支持 
在 水 平面 上 ， 可 以 绕 水 平 轴 АВ а). 今 在 板 土 作用 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 ， 并 设 薄 板 平 
Ж, BA a=3m, h=5m, M=2000N wm， 试 求 强 子 的 拉力 和 轴承 A. В 的 约束 力 。 















































图 3.25 曲 杆 4BCD 受 力 分 析 图 3.26 求 强 拉力 和 轴承 的 约束 力 


7. 长 方 体 的 项 角 A. B 分 别 作用 力 Fl、F。， 如 图 3. 27 所 示 , EA Fi =500N, F,= 
700N。 试 求 该 力 系 向 О 点 简化 的 主 矢 和 主 矩 。 

8. 有 一 空间 力 系 作用 于 边 长 为 a 的 正六 面体 上 ， 如 图 3. 28 所 示 ， 已 知 各 力 的 大 小 均 
为 下。 试 求 此 力 系 的 简化 结果 。 

9. 如 图 3. 29 лк. 电线 杆 AB 长 10m， 在 其 顶端 受 一 8. АКМ 的 水 平 力作 用 。 杆 的 底 
端 人 可 视 为 球形 铵 链 ， 并 由 BD. ВЕ 两 钢 索 维护 杆 的 平衡 ， 试 求 钢 索 的 拉力 和 A 点 的 约 
#2. 

10. 如 图 3. 30 тях. 三 脚 圆桌 的 半径 > 一 500mm, Ж У = 6003. 圆桌 的 三 脚 A、B 
和 C 构成 一 等 边 三 角形 。 若 在 中 线 CD 上 距离 圆心 为 a 的 点 М 处 作用 铅 垂 力 下 一 1500N， 
试 求 使 圆桌 不 致 翻 倒 的 最 大 距离 a。 
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93.29 电线 杆 图 30 ZWAR 
п. 长 方形 匀 质 板 ABECD 的 宽度 为 a， 长 度 为 b; 重量 为 W,， (EA. B. C 三 角 用 3 个 
铵 链 杆 悬 挂 于 固定 点 ;- 使 板 保持 水 平 位 置 -j 求 此 三 杆 的 内 力 (图 3. 31) 。 


12. 如 图 3. 32 所 示 ， 作 用 在 踏板 上 的 铬 垂 力 己 使 位 于 铅 垂 位 置 的 连 杆 上 产生 拉力 下 一 
400N, ЖУ P 的 值 和 轴承 A、B 的 约束 反 力 。 





图 3.31 求 挂 杆 内 力 





3.32 ”踏板 受 力 分析 








1з. 如 图 3. 33 所 示 ， 匀 质 长 方形 薄板 重 Р = 200, ЕНЕНЕ A ЖР ЕЕ 
定 在 墙 上 ， 并 用 绳子 CE 维持 在 水 平 位 置 。 求 强 子 的 拉力 和 A、B 处 的 约束 反 力 。 

14. 均 质 长 方形 板 重 260N， 通 过 球形 匀 链 А. "ӘР ЕНЕ B 以 及 不 计 自 重 的 杆 CE 支持 
在 水 平 位 置 上 ， 如 图 4. 34 所 示 。 试 求 A、B、C 3 处 的 约束 力 。( 图 中 尺寸 单位 为 ст) 
> 2 
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3.33 固定 薄板 的 拉力 和 约束 反 力 图 3.34 ,长 方形 板 的 约束 平衡 
15. 如 图 3. 35 所 示 ， 传 动 轴 以 A 和 B 轴承 支承 ,圆柱 直 疮 轮 的 节 圆 直径 d 一 17. 3cm, 
压力 角 一 20， 在 法 兰 盘 上 作用 一 力 偶 矩 M 一 1030N am 的 力 偶 ， 如 轮轴 的 重量 和 摩擦 不 
计 ， 试 求 传动 轴 色 速 转动 时 ，A MB 轴承 的 约束 力 。 














Вз. 35, 传动 轴 


16. 如 图 :3. 36 所 示 装 置 ， 使 重 为 Wi 二 10kN 的 小 车 沿 斜面 匀速 上 升 。 已 知 W=1kN， 
d=24cm, 4 根 杜 杆 长 均 为 Im， 且 均 垂 直 于 轮轴 。 如 鼓 轮轴 用 止 推 轴 承 A 和 轴承 B 支承 
于 铅 垂 位 置 ， 试 求 垂直 加 在 每 根 杠杆 上 的 力 下 的 大 小 和 方向 以 及 A、B 的 约束 反 力 。 

















17. 正方 形 板 ABCD 
F, RFR 3.37 所 示 ， 不 计 板 重 和 杆 重 。 试 求 各 杆 的 受 力 。 
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18. 匀 质 杆 AB K, УС. 一 端 A 用 光滑 球 铵 链 固 定 于 地 面 ， 另 一 端 刀 搁 在 铅 垂 
ПОВЕ Е, ВЕБЕ А 到 墙 的 距离 OA 二 a。 设 杆 的 端点 B 和 墙 之 间 的 静 滑动 摩擦 系数 为 y 。 问 
当 OB 对 铅 直线 的 偏 角 a 多 大 时 ， 杆 AB 将 开始 沿 墙壁 滑动 (图 3.38). 














图 3.37 支撑 杆 受 力 分 析 3.38 ЭЛ АВ 受 力 分 析 


19. 试 求 图 3. 39 所 示 的 截面 形 心 的 位 置 。 
20. 试 求 图 3.40 所 示 的 截面 形 心 的 位 置 : 
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Е 3.39 求 截面 形 心 图 3.40 求 截面 形 心 位 置 





21. 试 求 图 3. 41 所 示 的 截面 形 心 的 位 置 。 
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34 求 截面 形 心 位 置 


22. 试 求 图 3. 42 所 示 的 截面 形 心 的 位 置 。 
23. 求 图 3. 43 所 示 的 匀 质 块 重心 的 位 置 。 
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图 3.43 求 匀 质 块 重心 位 置 
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本 章 主要 研究 物体 间 摩 擦 和 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 


目标 。 
(1) 了 解 滑动 摩擦、 滚动 摩擦 、 摩 擦 系数 、 摩 擦 角 和 自 锁 等 基本 概念 。 
(2) 掌握 静 滑动 摩擦 定律 、 动 滑动 摩擦 定律 和 滚动 摩擦 定律 。 
(3) 会 利用 上 述 定 律 及 摩擦 角 的 概念 求解 考虑 摩擦 时 物 系 的 平衡 问题 。 








K 

知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
(1) 能 应 用 滑动 摩擦 定律 求解 含 摩擦 | D 静 滑动 摩擦 定律 

жән 力 的 力 系 平衡 问题 (2) 动 滑动 摩擦 定律 

I (2) 能 应 用 摩擦 角 的 概念 求解 力 系 平 | G) 静摩擦 系数 、 动 摩擦 系数 、 摩 擦 
衡 问题 角 和 自 锁 

Жал (1) 理解 滚动 摩擦 定律 (1) жаа 

D 能 用 滚动 摩擦 定律 求解 相关 问题 (2) 滚动 摩 阻 系 教 











È 基本 概念 


摩擦 ; 滑动 摩擦 ; 静 滑 动 摩擦 定律 ; 动 滑动 摩擦 定律 ; 摩擦 系数 ; 摩擦 角 ; Ей, Ж 
动 摩 阻 。 


È an 


前 面 几 音 所 涉及 的 平衡 问题 ,都 忽略 了 摩擦 的 影响 ,把 物体 间 的 接触 面 看 作 是 光滑 
的 ， 这 是 依据 抓 主要 矛盾 的 思想 ， 在 摩擦 力 不 起 主导 作用 的 情况 下 而 做 的 一 种 简化 。 但 并 
不 是 在 所 有 的 情况 下 都 可 以 忽略 摩擦 ， 例如， 重力 坝 与 挡 土 墙 依靠 摩擦 力 来 防止 坝 体 的 滑 
动 ， 带 轮 与 摩擦 轮 的 传动 也 是 依靠 摩擦 ， 而 汽车 之 所 以 能 向 前 行驶 汶 也 还 是 依靠 主动 辊 与 
地 面 间 向 前 的 摩擦 力 。 这 时 摩擦 是 重要 的 甚至 是 决定 性 的 因素 ”、 必须 加 以 考虑 。 按 照 接触 
物体 之 间 可 能 会 相对 滑动 和 相对 滚动 ， 摩 擦 可 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦 。 本 章 将 介绍 滑动 
摩擦 及 滚动 摩 阻 定律 ， 并 重点 研究 有 摩擦 存在 时 物体 的 平衡 问题 。 


| 4.1 ë 2 E 8 


当 两 物体 的 粗糙 表面 相互 接触 且 有 相对 滑动 或 相对 滑动 趋势 时 ， 沿 接触 点 的 公 切 面 彼 
此 作用 着 阻碍 相对 滑动 的 力 ;- 称 为 滑动 摩擦 力 ， 简 称 摩擦 力 。 摩 擦 力作 用 在 相互 接触 处 ， 
其 方向 与 相对 滑动 (或 趋势 ) 的 方向 相反 ， 其 大 小 根据 主动 力作 用 的 不 同 而 不 同 。 当 物体 之 
间 仅 出 现 相 对 滑动 趋势 而 尚未 发 生 运动 时 的 摩擦 称 为 静 滑 动 摩擦 ,简称 静摩擦 ， 对 已 发 生 
相对 滑动 的 物体 间 的 摩擦 称 为 动 滑动 摩擦 、 简 称 动 摩擦 。 


41.1 静 滑 动 摩擦 力 与 静 滑动 摩 控 定律 


设 一 重量 为 W 的 物 块 放置 在 粗糙 水 平面 上 ， 该 物 块 在 重力 P 和 法 向 反 力 Fs 的 作用 下 
处 于 静止 状态 ， 如 图 4. 1(a) 所 示 。 现 在 物 块 上 施 
加 一 个 大 小 可 变化 的 水 平 拉力 F. H Е 326 
渐 增 大 ， 只 要 不 超过 某 一 定 值 ， 物 体 虽 有 向 右 滑 
动 的 趋势 ， 但 仍 保持 相对 静止 。 由 平衡 条 件 知 、 
这 种 非 光滑 接触 面 约束 除 对 物 块 有 法 向 力 Ех К. 





























N Fy 
还 有 一 个 阻碍 物 块 右 滑 的 切 向 力 。 此 力 即 静 滑动 @ 由 
摩擦 力 ， 简 称 静 摩擦 力 ， 记 为 F,， 其 方向 向 左 人 








[图 4.1(b)]， 其 大 小 可 由 平衡 方程 求 出 。 
УЕ,=0, F.=F 

可 见 ， 当 物体 保持 相对 静止 时 ， 静 摩擦 力 F. 随 主动 力 下 的 增 大 而 增 大 ， 这 是 静摩擦 
力 和 一 般 约束 反 力 相 同 的 性 质 。 

但 是 ， 静摩擦 力 F. 并 不 随 主动 力 下 的 增 大 而 无 限制 地 增 大 ， 当 水 平 力 的 大 小 达到 
一 定数 值 时 ， 物 块 处 于 将 要 滑动 而 尚未 滑动 的 临界 状态 ， 此 时 静摩擦 力 达 到 最 大 值 ， 称 为 


М) 
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最 大 静摩擦 力 ， 记 为 F,。。 此 后 若 下 继续 增 大 ， 而 静摩擦 力 不 能 再 随 之 增 大 ， 物 块 与 支承 
面 之 间 将 产生 相对 滑动 ， 静 摩擦 力也 就 变 成 了 动 摩擦 力 。 这 是 静摩擦 力 和 一 般 约束 反 力 不 
同 的 性 质 。 
综 上 所 述 ， 可 将 静摩擦 力 的 性 质 概括 如 下 。 
(1) 当 物 体 与 约束 面 之 间 有 正 压 力 并 有 相对 滑动 趋势 时 ， 沿 接触 面 切 向 产生 静摩擦 
力 ， 摩 擦 力 的 方向 与 物体 滑动 趋势 的 方向 相反 。 
(2) 静摩擦 力 的 大 小 由 平衡 条 件 确定 ， 其 数值 在 零 与 最 大 值 之 间 ， 即 
0<F.<F... (4-1) 
当 物 体 处 于 由 静止 到 运动 的 临界 状态 时 ， 摩 擦 力 达 到 最 大 值 。 
大 量 实验 表明 : 最 大 静摩擦 力 的 大 小 与 两 物体 间 的 正 压力 (法 向 反 力 ) 成 正比 ， 即 
F=f, F (4-2) 
式 (4- 2) 称 为 静摩擦 定律 (又 称 库仑 摩擦 定律 )， 是 工程 中 常用 的 近似 理论 。 式 中 人 
是 无 量 纲 的 比例 常数 ， 称 为 静摩擦 因数 。 其 大 小 需 由 实验 测定 。 它 与 接触 物体 的 材料 和 表 
面 状 况 ( 如 粗糙 度 、 湿 度 和 温度 等 ) 有 关 ， 而 与 接触 面积 大 小 无 关 。 一 般 可 在 一 些 工 程 手册 
中 查 到 。 表 4- 1 中 给 出 了 一 部 分 常用 材料 的 静摩擦 因数 。 由 于 影响 摩擦 因数 的 因素 很 多 ， 
对 于 一 些 重要 的 工程 ， 必 须 通过 现场 测量 与 试验 精确 地 测定 静摩擦 因数 的 值 作为 设计 计算 
的 依据 。 





Жа-і 常用 材料 的 滑动 摩擦 因数 








静摩擦 因数 动 摩擦 因数 
材料 名 称 > " 
无 润滑 有 润滑 无 润滑 有 润滑 
钢 - 钢 0.15 0.1--0.12 0.15 0.05--0.1 

钢 - 软 钢 0.2 0.1—0.2 
钢 - 铸 铁 0.3 0.18 0.05—0.15 
钢 - 青 铜 0. 15 0. 1 一 0. 15 0. 15 0. 1 一 0. 15 
软 钢 -铸铁 0.2 0.18 0.05—0.15 
软 钢 - 青 铜 0.2 0.18 0.07—0.15 
铸铁 -铸铁 0.18 0.15 0.07--0.12 
铸铁 -青铜 0.15 一 0.2 0.07—0.15 
青铜 -青铜 0.1 0.2 0.07—0.1 
皮革 -铸铁 0. 3 一 0.5 0.15 0.6 0.15 
橡皮 -铸铁 0.8 0.5 
木材 -木材 0.4—0.6 0.1 0.2—0.5 0.07—0.15 

















静摩擦 定律 给 我 们 提供 了 利用 摩擦 和 减少 摩擦 的 途径 ,要 增 大 最 大 静摩擦 力 ， 可 以 通 
过 加 大 正 压 力 或 增 大 摩擦 因数 来 实现 。 例如， 汽车 一 般 都 用 后 轮 发 动 ， 因 为 后 轮 正 压 力 大 
于 前 轮 ， 这 样 可 以 允许 产生 较 大 的 向 前 推动 的 摩擦 力 。 又 如 火车 在 下 雪 后 行驶 时 ， 要 在 铁 
轨 上 撤 细 沙 ， 以 增加 摩擦 因数 ， 避 免 打 滑 。 
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4.1.2 动 滑动 摩擦 力 与 动 滑动 摩擦 定 律 


当 滑动 摩擦 力 已 经 达到 最 大 值 Ps 时 ， 若 再 继续 加 大 主动 力 下 ， 物 块 与 支承 面 之 间 将 
产生 相对 滑动 。 此 时 ， 接 触 物体 之 间 仍 有 阻碍 相对 滑动 的 阻力 存在 ， 称 这 种 阻力 为 动 滑动 
摩擦 力 ， 简 称 动 摩擦 力 ， 记 为 Fao 

由 实验 和 实践 的 结果 ， 可 将 动 摩擦 力 的 性 质 概括 如 下 。 

O 当 物 体 与 约束 面 之 间 有 正 压力 并 有 相对 滑动 时 ， 沿 接触 面 切 向 产生 动 摩擦 力 ， 其 
方向 与 相对 速度 的 方向 相反 。 

(2) 动 摩擦 力 的 大 小 与 接触 物体 间 的 正 压力 (法 向 反 力 ) 成 正比 二 即 

F.,= fFs (4-3) 

这 就 是 动 滑动 摩擦 定律 。 式 中 无 量 纲 的 系数 三 称 为 动 摩擦 因数 ， 需 由 实验 来 测定 。 它 
也 与 接触 物体 的 材料 和 表面 情况 有 关 。 

(3) 动 摩擦 因数 一 般 小 于 静摩擦 因数 ， 即 /</.. 

(4) 动 摩擦 因数 还 与 接触 物体 间 相对 速度 的 大 小 有 关 。 在 多 数 情况 下 ， 动 摩擦 因数 随 
相对 速度 的 增 大 而 减 小 。 但 由 于 它们 关系 复杂 ,通常 当 相对 速度 不 大 时 ， 可 近似 认为 动 摩 
探 因数 是 个 常数 。 部 分 材料 的 动 摩擦 因数 见 表 4- 1。 

在 机 器 中 ， 往 往 用 降低 接触 表面 的 粗糙 度 或 加 入 润滑 剂 等 方法 ， 使 动 摩擦 因数 降低 ， 
以 减少 摩擦 和 磨损 。 











| 4.2 考虑 摩擦 时 的 平衡 问题 


对 于 需要 考虑 摩擦 的 物体 平衡 问题 ， 因 为 依然 是 平衡 问题 ， 并 不 需要 重新 建立 力 系 
的 平衡 条 件 和 平衡 方程 ， 其 解 题 方法 和 步 又 与 前 几 章 所 述 基本 相同 , 但 又 具有 新 的 
特点 。 

Ф 分 析 物 体 受 力 和 画 受 力图 时 ， 必 须 考虑 接触 处 沿 切 向 的 摩擦 力 F.， 其 方向 不 能 随 
意 假设 ， 要 根据 相对 滑动 的 趋势 正确 判定 。 

@ 作用 于 物体 上 的 力 系 ， 除 需 满 足 静 力 学 平衡 方程 外 ， 还 需 满 足 补充 方程 Fx 牵 
fFsx， 有 儿 处 摩擦 ,补充 几 个 方程 。 

@ 由 于 存在 不 等 式 ， 解 出 的 结果 也 是 一 个 范围 ， 而 非 一 个 确定 的 值 。 
工程 中 有 不 少 的 问题 只 需要 分 析 平 衡 的 临界 状态 ， 这 时 静摩擦 力 等 于 其 最 大 值 ， 补 充 
方程 只 取 等 号 。 有 时 为 了 计算 方便 ， 避 免 解 不 等 式 ， 即 便 求解 平衡 范围 的 问题 ， 也 先 在 临 
界 状态 下 计算 ， 求 得 结果 后 再 根据 力学 概念 或 实践 经 验 判断 范围 。 

下 面 举例 说 明 如 何 求解 考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 。 

【 例 4.1】 物体 重 P 一 980N， 放 在 一 倾角 a 二 30" 的 斜面 上 。 已 知 接触 面 间 的 静摩擦 系 
数 为 f. 二 0. 20。 有 一 大 小 为 F=588N 的 力 沿 和 斜面 推 物体 ， 如 图 4. 2(a) 所 示 ， 问 物体 在 斜 
面 上 处 于 静止 还 是 滑动 状态 ? 若 静 止 ， 此 时 摩擦 力 多 大 ? 

解 : 对 于 判断 物体 的 状态 这 一 类 问题 ， 可 先 假设 物体 处 于 静止 状态 .然后 由 平衡 方程 
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(а) 
图 4.2 斜面 上 物体 受 力 分 析 
求 出 物体 处 于 静止 状态 时 所 需 的 静摩擦 力 F,.， 并 计算 出 可 能 产生 的 最 大 静摩擦 力 Foco Mi 
两 者 进行 比较 ， 确 定 力 F. 是 否 满足 .二 Fs， 从 而 断定 物体 是 静 站 的 还 是 滑动 的 。 
(1) 设 物体 静止 但 沿 斜面 有 下 滑 的 趋势 ， 则 其 受 力图 及 坐标 系 如 图 4. 2(b) 所 示 。 
(2) 列 平衡 方程 : 








ХЕ,-0. F-—Psina+ F.=0 
ХЕ,-0. Еу-Ресоза-0 
解 得 Е, = Psina — Е--9805іп307--588 98(N) 
Fy = Pcosa=-980cos30°=848. 7(N) 
СЗ) 根据 静摩擦 定律 ， 可 能 产生 的 最 大 静摩擦 力 为 
Fax = FAN 一 0.2X848. 7=169;:7(N) 
将 F. 与 Fx 进行 比较 得 














| F, | =98N<169;7 NÈ F mx 
结果 说 明 物体 在 斜面 上 保持 静止 。 而 此 时 静摩擦 力 F. 为 一 98N， 负 号 说 明 实际 方向 
与 假设 方向 相反 ， 故 物体 沿 斜 面 有 上 滑 的 趋势 。 
【 例 4.2】 制动器 结构 如 图 4.3 所 示 ， 若 作用 在 飞轮 上 的 转 矩 为 M， 制 动 块 与 飞轮 间 
的 静摩擦 因数 为 /.。 求 制 动 力 下 的 大 小 ， 并 解释 若 尺 寸 b 等 于 ef 时， 会 发 生 什么 现象 ? 











图 4.3 制动器 


解 : 这 是 一 个 物体 系 的 平衡 问题 ， 若 取 整 体 为 研究 对 象 ， 摩 擦 力 为 内 力 ， 不 能 求解 ， 
所 以 分 别 取 飞轮 和 制 动 杆 为 研究 对 象 。 虽然 本 例 的 解 ( 制 动 力 F) 对 应 着 一 个 取 值 范 围 , 仍 
可 先 在 临界 状态 下 计算 , 求 得 结果 后 再 判断 下 的 取 值 范 围 。 

(1) 首先 研究 飞轮 。 设 飞轮 处 于 临界 平衡 状态 ， 其 受 力 如 图 4. 3(b) 所 示 。 
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平衡 方程 : 
УМ(Е)=0. M=—F,..r=0, 得 F. =M a) 
(2) 再 研究 制 动 杆 ( 含 制 动 块 )， 其 受 力 如 图 4. 3(c) 所 示 。 
平衡 方程 
EMA(F)=0, FN6 一 Faxe 一 FL 一 0 
Fas 一 Fa， FA 一 Fv 
补充 方程 Pra sis FN 
得 m=i =" (2) 
(1)、(2) 解 得 
Mib 
к-г e) 


(3) AWADH F APGE. ARDA, ЧУ ERKE Fs 也 增 大 ， 从 而 摩 
擦 力也 增 大 , 平衡 更 安全 。 由 此 所 得 的 临界 平衡 状态 是 力 下 的 下 限 ， 即 制 动 时 
Mí b ) 

(4) 当 2%=e 太 时 ， 由 式 (2) 知 ,FS 将 趋 近 于 无 穷 大 ， 从 而 摩擦 力也 趋 近 于 无 穷 大 ， 飞 
轮 将 无 法 转动 而 始终 处 于 被 制 动 状态 此 时 力 FF 一 0、 即 无 需 制 动 力 了 。 

【 例 4.3】 攀登 电线 杆 时 所 用 的 脚 套 钩 如 图 4. 4Ca)、 图 .4. 4(b) 所 示 。 套 钧 与 杆 接触 处 
A. B 两 点 间 的 摩擦 因数 均 为 及 。 已 知 杆 的 直径 为 de 套 钩 高 度 尺寸 为 0， 问 人 的 脚 踏 处 C 
距 杆 中 心 的 距离 ! 至少 为 多 少时 ， 人 才 不 致 下 滑 ? 





(b) 
图 4.4 ШЕШ 


т. 本 例 只 需要 求解 在 平衡 的 临界 状态 下 所 对 应 的 平衡 位 置 (最 小 值 ) 。 
(1) 取 脚 套 钧 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 4. 4(c) 所 示 。 由 于 在 人 的 重力 作用 下 套 多 有 下 滑 
的 趋势 ， 所 以 A、B 两 点 间 的 摩擦 力 方向 均 向 上 。 在 平衡 的 临界 状态 ， 两 摩擦 力 同 时 达到 
最 大 静摩擦 力 的 数值 。 
(2) 由 平衡 方程 及 摩擦 定律 
ХЕ,-0. Ға-Еа-0 
ХЕ,-о. Fs+Fa—P=0 
F= МЕн» Ев fe Esa 
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得 
Fu=EFu=2，Fu=Fw= 吉 а» 
对 AB 中 点 DD Ж ЖА. В 
之 Mnp(CEF) 一 0， 1 БАЗ 720 ал+ аР, РІ-о. 
得 
Fw 一 Fe 一 ЁР (2) 
(3) 由 式 (1) 和 式 (2) 得 
lpn E 
+U 2, 
即 i= 








(4) ARDA, 1 IMKE Ема Fs tK JA MB CAERE ARK, FAE 
安全 。 由 此 所 得 的 临界 平衡 状态 是 /的 下 限 ,“ 即 
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摩擦 自 锁 的 特征 。 


| 1.3 摩擦 角 与 自 锁 现象 


摩擦 角 是 对 静摩擦 因数 的 几何 描述 。 利 用 摩擦 角 的 概念 可 以 说 明 摩擦 自 锁 现象 及 自 锁 
条 件 ， 在 工程 实际 中 有 重要 的 应 用 。 


4.3.1 摩擦 角 


考察 如 图 4. 5(a) 所 示 物 块 的 受 力 ， 当 物 块 有 相对 运动 趋势 时 ， 支 承 面 对 物 块 的 法 向 反 
力 Ех 和 摩擦 力 F. 可 合成 为 一 个 合力 Fra 三 Fs 十 F,.， 称 为 支承 面 的 全 约束 力 。 记 全 约束 力 











(b) (с) 


图 4.5 物 块 的 受 力 情况 


IY 


же A 


与 接触 面 公法 线 所 夹 角度 为 pg。 由 于 Fa =G 为 常量 ， 故 Fea o ERJ Е, 的 变化 而 变 
化 。 当 物 块 处 于 平衡 的 临界 状态 时 ,静摩擦 力 达 到 最 大 值 Fu K p 也 达到 最 大 值 Ф, 
全 约束 力 与 法 线 间 夹 角 的 最 大 值 о, 称 为 摩擦 角 ， 如 图 4. 5(b) 所 示 。 可 见 : 

Еһ. Ех 
Fs Е 
即 摩擦 角 的 正切 等 于 静摩擦 因数 。 因 此 p F, 都 是 表示 材料 摩擦 性 质 的 物理 量 。 

由 于 物 块 可 以 在 切 平面 上 沿 任意 方向 滑动 ， 而 每 个 方向 的 滑动 都 可 以 找到 一 条 与 摩擦 
角 对 应 的 全 约束 力 的 作用 线 。 所 有 方向 的 全 约束 力作 用 线 在 空间 形成 一 个 锥 形 ， 称 为 摩擦 
锥 ， 如 图 4. 5(c) 所 示 。 若 物 块 与 支承 面 沿 任何 方向 的 静摩擦 因 数 均 相 同 ， 即 摩擦 角 相 同 ， 
则 摩擦 锥 将 是 一 个 项 角 为 2p。 的 正 圆锥 面 。 











tang, = f, (4-4) 























4.3.2 自 锁 现象 


考察 如 图 4. 6(a) 所 示 的 物 块 在 有 摩擦 力 存 在 时 其 平衡 与 运动 的 可 能 性 。 设 作用 在 物体 
上 的 各 主动 力 的 合力 用 Fr 表示 ， 与 法 线 间 夹 角 为 a。 当 物体 处 于 平衡 状态 时 ， 主 动力 
合力 Fr 与 全 约束 力 Fu 应 等 值 、 反 向 、 共 线 ; 则 有 a 二 pg。 而 物体 平衡 时 ， 全 约束 力作 用 
线 不 可 能 超出 摩擦 锥 ， 即 сд [KAO E 4.6(b)]。 因 此 物 块 平衡 时 必 有 asco, + 
否则 ， 物 块 将 处 于 运动 状态 [图 4.6(6)]。 




















%, 9, 
(a) (b) (o) 
4.6” 自 锁 与 不 自 锁 现象 


上 述 讨 论 表 明 ， 当 主动 力 合力 的 作用 线 落 在 摩擦 角 ( 锥 ) 之 内 或 与 其 边界 重合 时 ， 则 不 
论 此 合力 有 多 大 ， 总 有 全 约束 力 与 之 平衡 ， 物 块 必 保持 静止 。 这 种 现象 称 为 自 锁 现象 。 反 
之 ， 当 主动 力 合力 的 作用 线 落 在 摩擦 角 ( 锥 ) 之 外 ， 则 不 论 此 合力 有 多 小 ， 物 块 也 必 会 
运动 。 

自 锁 现 象 在 工程 实际 中 有 重要 的 应 用 ， 如 千斤 项 、 压 榨 机 、 圆 锥 销 等 机 械 和 夹具 就 是 
利用 自 锁 原 理 ， 使 它们 始终 保持 在 平衡 状态 下 工作 。 但 有 时 却 要 避免 自 锁 发 生 ， 如 水 闸门 
的 自动 启 闭 ,变速 机 构 中 的 齿轮 滑 移 等 ， 都 不 允许 发 生 自 锁 ( 也 称 卡 死 ) 现 象 。 值 得 注意 的 
是 ,在 静摩擦 力 达 到 最 大 值 的 所 有 问题 中 ， 都 存在 自 锁 或 不 自 锁 问 题 。 
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4.3.3 ”摩擦 角 的 应 用 


1. 斜面 与 螺纹 的 自 锁 条 件 
在 图 4. 7 所 示 的 存在 摩擦 力 的 斜面 - 物 块 系统 中 ， 设 物 块 A 重 已， 斜面 倾角 为 a 
前 面 分 析 可 知 ， 在 斜面 坡度 小 到 一 定 程度 后 ， 物 块 总 能 在 重力 了 与 全 约束 力 Fs 二 力作 
下 保持 平衡 [图 4.7(a)、 图 4.7(b)]; 而 在 坡度 增加 到 一 定 程度 后 ， 则 得 到 相反 结果 
[图 4. 7(c)]。 应 用 几何 法 ， 不 难得 出 自 锁 时 斜面 倾角 a 必须 满足 : 
аф, (4-5) 















































b) a =p ' (c) A> o, 
图 4.7 斜面 - 物 块 系统 自 锁 条 件 


这 称 为 斜面 - 物 块 系统 的 自 锁 条 件 。 

上 述 结果 加 用 来 测定 两 种 材料 间 的 静摩擦 因数 。 用 这 两 种 材料 做 成 斜面 和 物 块 (图 4. 8)， 
把 物 块 放 在 斜面 上 ， 逐 渐 增 大 斜面 的 倾角 a， 直到 物 块 刚 开 始 下 滑 时 为 止 。 这 时 的 a 角 就 
是 静摩擦 角 ， 其 正切 就 是 静摩擦 因数 。 

斜面 的 自 锁 条 件 就 是 螺纹 [图 4.9(a)] 的 自 锁 条 件 。 这 种 螺纹 自 锁 实际 上 就 是 一 种 变 
相 的 斜面 自 锁 ， 因 为 螺纹 可 以 看 成 为 在 圆柱 上 缠绕 的 斜面 ， 如 图 4. 9(b) 所 示 。 螺 纹 升 角 а 
就 是 斜面 的 倾角 ， 螺 母 相 当 于 斜面 上 的 滑 块 ， 加 在 螺母 上 的 轴 向 载荷 己 相 当 于 物 块 A 的 
重力 [图 4. 9(c)]。 要 使 螺纹 自 锁 ， 必 须 使 螺纹 的 升 角 小 于 或 等 于 摩擦 角 gp,,。 故 螺纹 的 
自 锁 条 件 是 : 












































(b) 


图 4.8 静摩擦 角 的 确定 图 4.9 螺纹 自 锁 条件 
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ша ов я 


a<, 

若 螺旋 千斤 顶 的 螺杆 与 螺母 之 间 的 摩擦 因数 为 人 三 0.1， 则 tang,, 二 /二 0.1， 故 各 一 
5"43'， 为 保证 螺旋 千斤 顶 自 锁 ， 一 般 取 螺 纹 升 角 a = 
4°—4°30', 

2. 利用 摩擦 角 求 解 平衡 问题 

【 例 4. 4】 用 几何 法 求解 例 5.3. 

Ж. 利用 摩擦 角 与 自 锁 的 概念 解 本 题 最 为 便捷 。 
IHH) 4. 3 的 图 4.4(c) 可 见 ， A、B 两 处 的 全 反 力 Fra 
和 Frs 与 水 平 线 的 夹 角 yg,, 就 是 摩擦 角 。 在 A、B 两 点 
作 摩 擦 锥 (由 于 两 点 全 反 力 方向 的 范围 己 知 ， 只 需 作 
半 个 锥 )， 两 边线 交 于 C 点 (如 图 4.10 R). WRH 
PEREC 点 以 外 ， 则 A、B 处 必 能 提供 适当 的 全 反 
АЕ Ерл, Е» Р 三 力 汇 交 于 一 点 以 保持 套 钧 平衡 ， 
而 不 管 力 已 有 多 大 。 相 反 ， 如 果 力 王 作 用 在 C 点 以 
内 ， 则 套 钩 不 可 能 平衡 。 因 此 ，C 点 的 位 置 就 是 /ia o 图 4.10， 脚 套 钩 攀 杆 示意 
由 几何 关系 得 




















b (г. U 4 )ung, U (ha £ )ung, 24апф, =21 f. 


| 4.4 # 2 ж в 


当 两 个 相互 接触 的 物体 有 相对 滚动 趋势 或 相对 滚动 时 ， 物 体 间 产 生 对 滚动 的 阻碍 称 
为 滚动 摩擦。 用 滚动 代替 滑动 可 以 大 大 地 省 力 ， 因 而 被 广泛 地 采用 ， 如 搬运 沉重 的 物体 
时 ， 在 物体 下 安放 一 些小 滚 子 (图 4. 11)， 轴 在 轴承 中 转动 ， 用 滚动 轴承 要 比 滑动 轴承 好 
(图 4. 12) 等 。 
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图 4.11 搬运 重 物 用 滚 子 图 4. 12 滚动 轴承 与 滑动 轴承 
但 是 滚动 也 有 一 定 的 阻力 ， 存 在 什么 样 的 阻力 ? 机 理 又 是 什么 ? 这 也 是 一 个 比较 复杂 
的 问题 。 下 面 通 过 简单 的 实例 来 分 析 这 些 问 题 。 设 在 固定 水 平面 上 放置 一 重 为 已、 半径 为 
的 圆 轮 ， 在 其 中 心 O 作 用 一 水 平 力 FF， 当 力 不 大 时 ， 圆 轮 仍 保持 静止 。 若 圆 轮 的 受 力 
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情况 如 图 4. 13(a) 所 示 时 ， 则 圆 轮 不 可 能 保持 平衡 。 因 为 静 滑 动 摩擦 力 , 与 力 下 组 成 一 力 
偶 ， 将 使 圆 轮 发 生 滚动 。 但 事实 上 当 力 下 不 大 时 ， 圆 轮 是 可 以 平衡 的 。 产 生 这 一 矛盾 的 原 
因 是 ， 圆 轮 和 水 平面 实际 上 并 不 是 绝对 刚性 的 ， 当 两 者 相互 压 紧 时 ， 一 般 会 产生 微量 的 接 
触 变形 ， 它 们 之 间 的 约束 力 将 不 均匀 地 分 布 在 小 接触 面 上 [图 4. 13(b)]。 由 力 系 简化 理 
论 ， 将 此 分 布 力 向 A 点 简化 ， 得 到 一 个 力 Fe 和 一 个 力 偶 ， 力 偶 的 矩 为 Mi， 如 图 4. 13(c) 
所 示 。 这 个 力 Fr 可 以 分 解 为 摩擦 力 F. 和 法 向 约束 力 Fs, KANEA Mi 的 力 偶 为 滚动 摩 
阻力 偶 ( 简 称 滚 阻力 偶 )， 它 与 力 偶 (FR， 瓦 ) 平 衡 ， 转 向 与 滚动 趋势 相反 ， 如 图 4. 13(d) 所 
示 。 实 际 上 ,在 力 刁 较 小 时 ， 圆 轮 没 有 滚动 ， 正 是 这 个 滚动 摩 阻力 偶 在 起 阻碍 作用 。 
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图 4. 芭 ， 圆 轮 受 力 情况 


与 静 滑 动 摩擦 力 相 似 ， 滚 动 摩 阻 力 偶 矩 Mi 随 着 主动 力 的 增加 而 增 大 ， 当 力 下 增加 到 
某 个 值 时 ， 圆 轮 处 于 将 滚 未 滚 的 临界 平衡 状态 ， 这 时 ， 深 动 摩 阻力 偶 矩 达到 最 大 值 ， 称 为 
最 大 深 动 摩 阻力 偶 矩 ， 用 Ms 表示。 若 力 正 再 增 太 一 点 时 ， 圆 轮 就 会 滚动 。 在 滚动 过 程 
中 ， 滚 动 摩 阻 力 偶 矩 近似 等 于 Maso BETAS 滚动 摩 阻 力 偶 矩 Mi 的 大 小 介 于 零 与 最 大 
值 之 间 ， 即 : 


0=M,<M,., (4-6) 
KERHA 最 大 滚动 摩 阻 力 偶 矩 Mu 与 支承 面 的 正 压力 (法 向 约束 力 ) Fs 成 正比 ， 即 
M,.. =óFs (4-7) 


称 此 为 滚动 摩 探 定律 。 式 中 9 是 比例 常数 ， 称 为 滚动 摩 阻 系数 ， 简 称 滚 阻 系数 。 由 式 
(4-7) 知 ,滚动 摩 阻 系数 具有 长 度 的 量 纲 ， 其 单位 一 般 采 用 mm。 该 系数 由 实验 测定 ， 与 
圆 轮 和 支承 面 的 材料 性 质 和 表面 状况 (硬度 、 光 洁 度 、 温 度 、 湿 度 等 ) 有 关 ， 与 轮 的 半径 无 
关 。 表 4-2 列 出 了 几 种 材料 的 滚动 摩 阻 系数 的 值 。 


表 4-2 滚动 摩 阻 系数 6 








材料 名 称 6/mm 材料 名 称 /mm 
铸铁 与 铸铁 0.5 软 钢 与 钢 0.5 
钢 质 车 轮 与 钢轨 0.05 有 滚珠 轴承 的 料 车 与 钢轨 0.09 
木 与 钢 0.3—0.4 无 滚珠 轴承 的 料 车 与 钢轨 0.21 
木 与 木 0.5--0.8 钢 质 车 轮 与 木 面 1.5—2.5 
软木 与 软木 1.5 轮胎 与 路 面 2~10 
济 火 钢珠 与 钢珠 0.01 
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滚动 摩 阻 系数 具有 某 种 物理 意义 ， 解 释 如 下 : 圆 轮 在 即将 滚动 的 临界 平衡 状态 时 的 受 力 
如 图 4. 13(d) 所 示 ， 根 据 力 的 平移 定理 的 逆 定 理 ，FN 与 Mi 可 用 一 力 FN 等 效 ， 如 图 4. 13 
(e) 所 示 。 

J F\ 的 作用 线 距 A 点 的 距离 为 4， 且 有 

M,..=dFx=dFs=ëFs 
ІШ. б-а. ВЕ ЖҚ 5 可 看 成 在 即将 滚动 时 ， 法 向 约束 力 F\ 离 中 心 线 AO 
的 最 远 距 离 ， 也 就 是 最 大 滚动 摩 阻 力 偶 矩 的 力 偶 辟 ， 故 它 具 有 长 度 的 量 纲 。 
由 图 4. 13(d) 可 知 ， 可 以 分 别 计算 出 使 圆 轮 滚 动 或 滑动 所 需要 的 水 平 拉力 F， 以 分 析 
究竟 是 使 圆 轮 滚动 还 是 滑动 更 省 力 。 
由 平衡 方程 之 MACE) 一 0， 可 以 求 得 


















































平衡 方程 了 3F, 二 0， 可 以 求 得 
Fa = Е. = f EKAS IN 








一 般 情况 下 ,总 </.， 故 有 
% ОҒ, 
以 半径 为 450mm 的 充气 橡胶 轮胎 在 混凝土 路 面 上 滚动 为 例 ， 若 0553. 15mm. f= 
0.7， 则 有 
Еа _ f.R _ 0.7X450 


Fe 6 3.15 
这 表明 使 轮 开始 滑动 的 力 比 滚动 的 力 约 大 100 倍 。 可 见 滚动 比 滑动 省 力 得 多 。 
于 滚动 摩 阻 系数 较 小 ， 因 此 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 滚 动 摩 阻 是 可 以 忽略 不 计 的 。 
014.51. ERHET PP， 静 止 地 放 在 粗糙 
水 平面 上 ， 缠 在 轮轴 上 的 线 的 拉力 下 与 水 平成 
a 角 ， 卷 线 轮 尺寸 如 图 4. 14(a) 所 示 。 设 卷 线 
轮 与 水 平面 的 静 滑 动 摩擦 因数 为 上， 滚动 摩 阻 
系数 为 8。 试 求 维持 卷 线 轮 静止 时 线 的 拉力 F 
的 大 小 。 
解 : 卷 线 轮 失 去 平衡 的 情形 有 两 种 ， 即 开 
始 滚动 和 开始 滑动 ， 二 者 都 必须 加 以 考虑 。 
D 设 卷 线 轮 处 于 一 般 平 衡 状态 ， 此 时 其 
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受 力 如 图 4. 14(b) 所 示 。 шайы 
平衡 方程 为 : 
УЕ,=0, Fcosa—F.=0, ..Е,--Есоза (1) 
ХЕ,-0. Евіпа--Еу-Р-0. ..Е;--Р--Есоза (2) 
EM, (F)=0, M,—F(Rsina —r)=0, “J.M,=F(Rsina—r) (3) 
(2) 列 补 充 方程 : 
Бы-.Е«--Ғ.СР--Есова) (4) 
M,..=óFx=óë(P—Fcosa) (597 


“Мог 


Жаа 


(3) 保持 卷 线 轮 静止 的 条 件 为 F.< F... ММ... WEEDS OORA 
Fcosa< Ех = f.( P— Есоѕа) 
F(Rsina—r)<6(P— Есоѕа) 
整理 可 得 ， 卷 线 轮 不 滑动 的 条 件 为 
Ж 


Е. 





卷 线 轮 不 滚动 的 条 件 为 
< 6P 
““Есова-ғ--бвіпа 


者 要 维持 卷 线 轮 静止 ， 拉 力 下 必须 同时 满足 上 面 不 滑动 与 不 滚动 的 两 式 给 出 的 条 件 。 


F: 





1. 摩擦 现象 分 为 滑动 摩擦 和 滚 阻 摩擦 两 类 。 

2. 滑动 摩擦 力 是 在 两 个 物体 互相 接触 的 表面 之 间 有 相对 滑动 趋势 或 有 相对 滑动 时 
出 现 的 阻碍 作用 。 前 者 称 为 静 滑 动 摩擦 力 ” 后 者 称 为 动 滑动 摩擦 力 。 

(1) 静摩擦 力 的 方向 与 接触 面 间 相 对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 它 的 大 小 随 主动 力 改 
变 ， 应 根据 平衡 方程 确定 。 当 物体 处 于 平衡 的 临界 状态 时 ， 静 摩擦 力 达到 最 大 值 ， 因 
此 静摩擦 力 随 主动 力 变化 的 范围 在 零 与 最 大 值 之 间 i Ep 

OSF Fius 
最 大 静摩擦 力 的 大 小 ， 可 由 静摩擦 定律 确定 ， 即 
F, f, Fy 
式 中 /为 静摩擦 系数 ; Fs 为 法 向 约束 反 力 。 
(2) 动 摩擦 力 的 方向 与 接触 面 间 的 相对 滑动 速度 方向 相反 ， 其 大 小 为 
Fa= РЕ 
式 中 为 动 摩擦 系数 ， 一 般 情 况 下 略 小 于 静摩擦 系数 ; FN 为 法 向 约束 反 力 。 
3. 摩擦 角 ое, 为 全 反 力 与 法 线 间 夹 角 的 最 大 值 ， 具 有 
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AP /为 静摩擦 系数 。 当 主动 力 的 合力 作用 线 在 摩擦 角 之 内 时 将 发 生 自 锁 现 象 。 
4. 物体 滚动 时 ， 接 触 处 的 静摩擦 力 与 主动 力 组 成 主动 力 偶 促使 滚动 ， 阻 碍 滚动 的 
为 滚动 摩 阻力 偶 。 
物体 平衡 时 ， 滚 动 摩 阻 力 偶 答 随 主动 力 偶 答 的 大 小 变化 ， 变 化 范围 为 
0<<Мғ<М,,. 
Me ES 
式 中 人 为 滚动 摩 阻 系数 ， 单 位 取 mm 或 cm; Fx 为 接触 面 的 法 向 反 力 。 
物体 在 滚动 时 ， 滚 动 摩 阻力 偶 矩 近似 等 于 М... 
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1. 能 否 说 最 大 静摩擦 力 总 是 与 物体 的 重量 W 成 正比 ， 即 F,..— fW? 

2. 如 图 4. 15(a)、4.15(b) 中 所 示 ， 物 块 重 P= 二 100N， 物 块 与 接触 面 间 的 静摩擦 系数 
均 为 /.==0.3， 而 作用 力 下 分 别 为 29N、250N， 则 这 两 种 情况 中 当 作 用 在 物 块 上 的 水 平 力 
F=30N 时 ， 则 这 两 种 情况 中 物 块 是 否 平衡 ? 为 什么 ? 

3. 物 块 A、B 放置 如 图 4.16 所 示 。 设 A、 忆 之 间 的 最 大 静摩擦 力 为 Fw ， 物 块 与 水 
平面 之 间 的 最 大 静摩擦 力 为 Fao EHR A 上 作用 一 水 平 力 下 地 试 判别 在 下 列 各 种 情况 
Ж. A, ВВЕР: ФЕ>ЕА>Еш, ФЕРЕ, Е: ЕХЕ, Ед; OFr KF 
Ел; ОЕ5>Е>Е а; ©OF>F m >F лы 
4. ШІ 4. 17 所 示 ， 一 边 长 为 a 的 正方 形 匀 质 物 块 ， 放 在 粗糙 的 斜面 上 ， 物 块 在 重力 
P, IJI Fr, WJ Fs 及 摩擦 力 F. 作用 下 在 斜面 上 保持 平衡 ,但 在 图 中 ，>Mc(F) 关 
0， 试 问 错 在 哪里 ? 
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图 4.15 求 最 大 静摩擦 力 图 4. 16- 物 块 受 力 分 析 4.17 物 块 受 力 分 析 

5. 骑 自 行车 时 ， 前 后 两 轮 的 摩擦 力 各 向 什么 方向 ?为 什么 ? 

6. 物 块 重 P， 一 力作 用 在 摩擦 角 之 外 ， 如 图 4. 18 М/Х. 已 知 a 二 20"，F 二 P。 问 物 
块 动不动 ? 为 什么 ? 

7. 用 钢 棉 辟 物 如 图 4. 19 所 示 ， 设 接触 面 间 的 摩擦 角 为 w,。 臂 人 后 和 欲 使 枫 不 滑 出 ， 问 
钢 攀 两 个 平面 间 的 夹 角 a 应 该 为 多 大 ? WERI. 

8. 如 图 4.20 所 示 ， 试 比较 用 同样 材料 、 在 相同 的 光洁 度 和 相同 的 皮带 压力 下 作用 
Fo 平 皮带 与 三 角 皮 带 所 能 传递 的 最 大 拉力 。 
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图 4.18 物 块 受 力 分 析 84.19 钢 槐 劈 物 示意 图 图 4.20 求 皮带 拉力 
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9. 轮子 一 般 是 滚动 容易 滑动 难 ， 所 以 在 平衡 分 析 时 ， 可 以 不 考虑 滑动 摩擦 力 。 此 说 
法 是 否 正确 ? 

10， 轮 子 作 纯 滚动 时 摩擦 力 是 否 等 于 РЕ СР 为 动 摩擦 因数 )， 怎 样 求 轮子 深 动 时 地 五 
作用 在 轮子 上 的 摩擦 力 ? 

















习 题 








1. 如 图 4. 21 МЖ. 一 物 块 重 P 二 200N， 与 水 平 支承 面 间 的 摩擦 因数 / = 0.5. fE 
J 二 90N。 试 就 图 中 所 列 3 种 情况 ， 计 算 摩 擦 力 。 

















4.21“ 重 物 在 不 同 受 力 下 的 摩擦 力 


2 如 图 4. 22 所 示 ， 转 子 的 重量 为 PP， 半径 为 ”和 欲 使 其 转动 ， 需 加 多 大 的 力 偶 矩 M? 
设 各 接触 面 间 的 摩擦 因数 为 人 。 

3. 物体 重 为 ; 放 在 倾角 为 a 的 斜面 上 ， 它 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 /.， 如 图 4. 23 所 
示 。 当 物体 处 于 平衡 时 ， 试 求 水 平 力 下 的 大 小 。 

1. 梯子 长 AB 二 1， 重 为 P 二 100N， 靠 在 光滑 墙 上 并 和 水 平地 面 成 a 二 75* 角 ,如 
图 4.24 所 示 。 已 知 地 面 与 梯子 间 的 摩擦 因数 人 三 0.4， 问 重 Q= 700 ñ À fé š ë lJ 
梯子 顶端 而 不 致使 梯子 滑 倒 ? 并 求 梯子 对 地 面 的 摩擦 力 。 假 定 梯子 的 重心 在 其 中 点 C. 


1 A Q 
二 қ 
те , бт 


图 4.22 求 转子 摩擦 因数 图 4.23 求 水 平 力 F 图 4.24 梯子 受 力 分 析 
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5. 图 4. 25 所 示 的 匀 质 木 箱 重 P 二 4. 8kKN， 它 与 水 平地 面 间 的 静摩擦 因数 人 一 1/3。 力 
王 按 图 示 方 向 作用 。 试 问 当 五 的 值 逐 渐 增 大 时 ， 该 木 箱 是 先 滑动 还 是 先 倾 倒 ， 并 计算 木 箱 
运动 刚 发 生 时 力 下 的 值 。 

6. WA 4.26 所 示 ， 边 长 为 a 与 6 的 匀 质 物 块 放 在 斜面 上 ， 其 间 的 摩擦 因数 人 一 0. 4。 
当 和 斜面 倾角 а 逐渐 增 大 时 ， 物 块 在 斜面 上 翻 倒 和 滑动 同时 发 生 , 求 a 与 5 的 关系 。 
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图 4.25 木 箱 受 力 分 析 图 4.26 物 块 在 可 变 斜 面 上 的 受 力 情况 


т. 鼓 轮 也 重 500N， 放 在 墙角 里 ， 如 图 4.27 所 示 。 已 知 鼓 轮 与 水 平地 板 间 的 静摩擦 
因数 为 0.25， 而 铅 直 墙 壁 则 假定 是 光滑 的 。 鼓 轮 上 的 绳索 下 端 挂 着 重 物 。 设 半径 及 = 
200mm, r=100mm, REMEH A 的 最 大 重量 。 

8. 如 图 4. 28 所 示 ， 为 运送 混凝土 的 装置 ， 料 斗 连同 混凝土 总 重 25kN， 它 与 轨道 面 
的 滑动 摩擦 因数 为 0.3， 轨 道 与 水 平面 夹 角 为 70 。 试 分 别 求 料 斗 匀 速 上 升 和 匀速 下 降 时 
缆绳 的 拉力 。 

















Шал 求 鼓 轮 平衡 力 图 4.28 求 缆绳 拉力 
9， 砖 夹 的 宽度 为 25cm， 直 角 曲 杆 AGB 和 GCED 在 点 G 铵 接 。 砖 的 重量 为 P, Pik 
的 合力 Fr 作用 在 砖 夹 的 对 称 中 心 线 上 ， 尺 寸 如 图 4. 29 所 示 。 若 砖 夹 与 砖 之 间 的 静摩擦 因 
数 凡 =0.5， 试 问 2 应 为 多 大 才能 把 砖 夹 起 (0 是 点 G 到 砖 块 上 所 受 正 压力 作用 线 的 铅 垂 
距离 )? 
10. 图 4. 30 所 示 为 一 凸轮 机 构 。 已 知 推 杆 (不 计 自 重 ) 与 滑 道 间 的 摩擦 因数 为 人 一 0.4， 

















滑 道 宽度 为 5， 设 凸轮 与 推 杆 接触 处 的 摩擦 忽略 不 计 。 问 a 为 多 大 时 ， 推 杆 才 不 致 被 卡 住 。 
а 
Д | КЕ 
图 4.29 ER 图 4.30 凸轮 机 构 


NS 区) 
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11. 4.31 所 示 ， 夹 钳 夹 住 钢管 , COIA 20°, F=F', ар БЕА АЕ 
摩擦 因数 至 少 应 为 多 少 才 夹 得 住 而 不 致 滑脱 ? 

12. УЖК Ар ЖР, 长 为 4m。 用 一 短 板 BC 支撑 ， 如 图 4. 32 所 示 。AC= BC 一 
AB=3m, BC 板 的 自重 不 计 。 求 A、B、C 3 处 的 摩擦 角 各 为 多 大 才能 使 之 保持 平衡 ? 


























图 4.31 求 钢管 与 夹 钳 的 静摩擦 因数 图 4.32 求 4、B、C 处 的 摩擦 角 
13. 在 曾 块 制动器 的 两 个 杠杆 上 ,分别 作用 有 大 小 相等 的 力 F. ЖЕ). ВЛИВА М- 
160N，。m， 摩 擦 因数 为 人， 尺寸 如 图 4.33 所 示 试问 Е. F, 应 为 多 大 ， 方 能 使 受到 力 
偶 作 用 的 轴 处 于 平衡 状态 。 
14. 升降 机 安全 装置 的 计算 简 图 如 图 去 34 所 示 。 已 知 墙壁 与 滑 块 间 的 摩擦 因数 / = 
0.5， 构 件 自 重 不 计 。 问 机 构 的 尺 吾 比例 (L : 工 ) 应 为 多 少 方 能 确保 安全 制 动 ， 并 求 a 与 摩 
ЖАЛ pw 的 关系 。 








Е 4.33 闸 块 制动器 图 4.34 升降 机 安全 装置 
15. SJEF AB 和 BC (ЕВ Wek. А ЕТЕН Е. С 端 则 由 墙 阻挡 ， 如 图 4. 35 所 

















四 
Ет 
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2] 


， 饺 链 的 摩擦 不 计 。 
16. 图 4. 36 所 示 制 动机 构 中 的 - 和 尺 。 制 动 块 与 鼓 轮 表面 间 的 摩擦 因素 为 /， 试 求 制 
止 鼓 轮 转动 所 必需 的 力 F. 

17. 图 4. 37 所 示 3 个 相同 的 匀 质 圆柱 体 堆 放 在 水 平面 上 ， 所 有 接触 处 的 静摩擦 因数 均 
为 人。 为 使 上 面 的 圆柱 体 保持 平衡 ， 试 求 人 值 至 少 应 为 多 大 ? 

18. 尖 臂 顶 重 装置 如 图 4. 38 тәх, 在 B 块 上 受 力 P 的 作用 。A 与 B 块 间 的 摩擦 因数 
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为 六 (其 他 有 滚珠 处 表示 光滑 ) 。 如 不 计 重量 ， 求 使 系统 保持 平衡 的 力 五 的 值 。 

19. 一 轮 半径 为 R， 在 其 铅 直 直径 的 上 端 B 点 作用 一 水 平 力 FF， 如 图 4.39 所 示 。 轮 与 
水 平面 间 的 深 动 摩 阻 系数 为 6。 间 力 下 使 轮 只 深 不 滑 时 轮 与 水 平面 间 的 滑动 摩擦 因数 了 需 
要 满足 什么 条 件 ? 
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图 4.37 求 摩擦 因数 人 图 4.38 RH FHA В 4.39 轮 受 力 示意 

20. 如 图 4. 40 所 示 ， 已 知 圆 轮 重 已 ， 半 径 为 尺 ， 轮 与 倾角 为 а 的 斜面 之 间 的 滑动 摩擦 
因数 为 八 ， 滚 动 摩 阻 系数 为 4。 求 使 轮 在 斜面 上 保持 静止 的 Q 值 。 

21. 为 了 在 较 软 的 地 面 上 移动 一 重 为 1kN 的 木 箱 ， 可 先 在 地 面 上 铺 上 木板 ， 然 后 在 木 
箱 与 木板 间 放 进 钢管 作为 深 子 ， 如 图 4. 41 所 示 。 若 钢管 直径 4 三 50mm， 钢 管 与 木板 或 木 
箱 间 的 滚动 摩 阻 系数 均 为 0. 25， 试 求 推动 木 箱 所 需 的 水 平 力 下 。 若 不 用 钢管 ， 而 使 木 箱 直 
接 在 木板 上 滑动 , 已 知 木 箱 与 木板 间 的 静摩擦 因数 为 0.4， 试 求 推动 木 箱 所 需 的 水 平 力 Е 
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点 的 运动 学 


教学 目标 

本 章 主要 研究 点 的 简单 运动 ， 即 研究 点 相对 于 某 一 参考 系 的 几何 位 置 随时 间 变 化 的 规 
律 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 理解 运动 相对 性 、 参 考 体 、 参 考 系 、 运 动 方程 、 速 度 、 加 速度 、 运 动 轨迹 等 基本 概念 。 

(2) 了 解 描 述 点 运动 的 各 种 方法 .重点 掌握 矢量 法 、 直 角 坐 标 法 和 自然 轴 系 法 

(3) 会 求解 点 的 运动 学 中 的 3 类 基本 问题 。 


教学 要 求 


知识 要 点 








相关 知识 








(1) 学 会 应 
点 运动 的 描述 (2) 学 会 应 用 直角 坐标 法 研 
(3) 学 会 应 用 自然 轴 系 法 研 


(1) 研究 点 运动 的 标 架 无 差异 原理 
(2) 运动 方程 和 轨迹 方程 
(3) 点 的 速度 和 加 速度 








(1) 已 知 运动 方程 ， 求 其 他 (1) “瞬时 ”和 “时 间 间 隔 ” 概 念 
点 运动 学 的 | (2) C. ааа. (2) 运动 量 的 时 间 相关 性 

三 类 基本 问题 “| 方程 (3) 运动 轨迹 的 时 间 无 关 性 

(3) 综合 问题 (4) 微分 、 积 分 运算 和 运动 初始 条 件 















上 的 运动 学 


È 基本 概念 


机 械 运动 ; 运动 相对 性 ; 参考 体 ; 参考 系 ; 运动 方程 ; 运动 轨迹 ; 速度 ; 加 速度 ; Жж 
Ез; 直角 坐标 法 ; 自然 轴 系 法 ; 柱 坐 标 法 ; 球 坐 标 法 ; 标 架 无 差异 原理 。 


È 引 例 


点 的 运动 学 是 研究 一 般 物 体 运动 的 基础 ， 又 具有 独立 的 应 用 意义 。 本 章 将 研究 点 的 简 
单 运 动 ， 研 究 点 相对 某 一 参考 系 的 几何 位 置 随时 间 变 化 的 规律 ， 包 括 点 的 运动 方程 、 速 
度 、 加 速度 以 及 点 的 运动 轨迹 等 。 描 述 点 的 运动 可 以 选择 不 同 的 坐标 系 ， 如 直角 坐标 系 、 
自然 轴 系 、 柱 坐标 系 、 球 坐标 系 等 。 需 要 注意 的 是 ， 研 究 物体 的 运动 需要 借助 于 坐标 系 ， 
然而 物体 的 运动 是 客观 的 ， 与 坐标 系 的 选择 没有 关系 ， 即 物体 运动 描述 的 标 架 无 差异 原 
理 。 应 用 不 同方 法 研究 点 的 运动 、 求 解 点 的 运动 学 中 的 -3 引 类 基本 问题 是 本 章 的 要 点 。 

例如 ， 已 知 半径 为 + 的 轮子 沿 直 线 轨 道 无 滑动 地 滚动 、 即 作 纯 滚动 ， 设 轮子 转角 9 一 
wt， 角 速度 由 为 常 值 。 求 用 直角 坐标 和 弧 坐 标 表示 的 轮 缘 上 任 一 点 M 的 运动 方程 ， 并 求 
该 点 的 速度 、 切 向 加 速度 及 法 向 加 速度 。 
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运动 的 几何 点 称 为 动 点 。 刚 体 和 质点 是 理论 力学 中 的 两 个 重要 概念 。 刚 体 指 的 是 在 力 
的 作用 下 其 内 部 任意 两 点 之 间 的 距离 保持 不 变 的 物体 ， 或 者 说 在 力 的 作用 下 其 大 小 和 形状 
均 不 改变 的 物体 。 质 点 是 指 用 来 代 蔡 物体 的 只 计 质量 不 计 大 小 和 形状 的 点 。 当 只 研究 物体 
的 平 动 而 不 考虑 物体 转动 时 ,或 者 当 物体 的 运动 范围 远 远大 于 其 自身 的 尺寸 ， 忽 略 其 大 小 
对 问题 的 性 质 无 本 质 影响 时 ， 可 以 把 物体 视 为 质点 。 

例如 ， 在 研究 地 球 绕 太 阳 作 公转 运动 时 ， 由 于 地 球 与 太阳 的 平均 距离 ( 约 为 14960 万 
千 米 ) 比 地 球 半径 ( 约 为 6370 千 米 ) 大 得 多 ， 地 球 上 各 点 相对 于 太阳 的 运动 可 以 看 作 是 相同 
的 ， 即 地 球 的 大 小 和 形状 可 以 忽略 不 计 。 在 这 种 场合 下 ,就 可 以 直接 把 地 球 当 作 一 个 “ 质 
点 ”来 处 理 。 在 研究 导弹 的 飞行 时 ， 作 为 第 一 级 近似 ， 可 以 忽略 其 转动 性 能 ， 把 导弹 看 成 
一 个 “质点 ”， 作 为 二 级 近似 ， 可 以 忽略 其 弹性 性 能 ， 把 导弹 视 为 一 个 “刚体 "。 因 此 ,在 
运动 学 中 ， 点 的 运动 学 既 有 其 独立 应 用 ， 又 是 研究 刚体 运动 的 基础 。 

矢量 法 即 用 矢量 的 方法 来 描述 点 的 各 种 运动 量 , 包括 点 的 运动 方程 、 速 度 、 加 速度 和 
运动 轨迹 等 。 应 用 矢量 法 研究 点 的 运动 ， 具 有 表达 形式 简单 的 特点 ， 适 于 理论 推导 。 












































5.1.1 点 的 运动 方程 











设 动 点 M 沿 任 一 空间 曲线 运动 ， 选 取 空间 任意 点 O 为 原点 ， 则 动 点 М 在 空间 的 位 置 
可 用 自 点 O 指向 动 点 M 的 矢量 r 来 表示 ， 如 图 5. 1 所 示 。 当 动 点 M 运动 时 ， 矢 径 + 随时 
HJ: 变化 ， 并且 是 时 间 的 单 值 函数 ， 即 








FF (5-1) 


ҚҚС) 


Жаа 


式 (5- 1) 是 以 矢量 表示 的 点 的 运动 方程 。 动 点 М 在 运动 过 程 中 ， 其 矢 径 + 的 末端 描绘 出 一 
条 连续 曲线 ， 称 为 和 撩 端 曲线 。 PR, RE r 的 矢 端 曲线 就 是 动 点 M 的 运动 轨迹 。 

















5.1.2 点 的 速度 


点 的 速度 (velocity) 是 矢量 ,用 wv 表示 。 当 点 沿 曲线 运动 时 ， 每 一 瞬时 点 的 速度 矢量 
的 大 小 表示 点 沿 轨迹 运动 的 快慢 ， 矢 量 的 指向 表示 运动 的 方向 。 

设 动 点 M 沿 轨迹 AB 运动 ， 为 了 确定 其 位 置 ， 取 原点 O。 在 瞬时 1， 动 点 M 的 位 置 由 
矢 径 7 确定。 在 瞬时 二 + 十 At， 即 经 过 时 间 间 隔 At 之 后 ， 动 点 位 于 M' 点 ， 由 矢 径 r i 
定 ， 如 图 5. 2 所 示 。 在 时 间 间 隔 Az 内 动 点 矢 径 的 变化 量 用 Ar 表示 ， 即 Ar 一 ”一 r"， 称 为 
在 At 时 间 内 动 点 M 的 位 移 (displacement)。 位 移 Ar 与 时 间 .At 之 比 ， 称 为 动 点 M 在 时 间 
间隔 At 内 的 平均 速度 。 平 均 速 度 用 五 表示 ， 则 根据 定义 ， 有 





5А кә 
1 (5-2) 





ов в 
851 点 M 的 矢 径 图 5.2 动 点 M 的 速度 


当 At 趋 近 于 零 ，M 点 趋 近 于 M 点 ， 则 区 趋 近 于 一 极限 值 ， 此 极限 值 称 为 动 点 М 在 
瞬时 t 的 速度 НІ 
v=lim -E (5-3) 
2005 - 3) Ф889, И Ко 等 于 它 的 矢 径 > 对 时 间 : 的 一 阶 导 数 。 动 点 的 速度 矢 沿 着 
RIZ r 的 矢 端 曲线 的 切线 ， 即 沿 动 点 运动 轨迹 的 切线 ， 并 与 此 点 运动 的 方向 一 臻 。 在 国际 
单位 制 中 ， 速 度 的 单位 为 m/s. 


5.1.3 点 的 加 速度 





点 的 速度 矢 对 时 间 的 变化 率 称 为 加 速度 (acceleration) 。 加 速度 也 是 矢量 ， 用 a 表示 ， 
它 表 征 了 速度 大 小 和 方向 的 变化 。 

设 动 点 M 沿 曲线 变速 运动 ,在 瞬时 :， 速 度 为 w。 在 :十 At ЫМ. ЖЕ”. ӘДЕ 
M' 点 ， 如 图 5. 3 所 示 。 在 Ле 时 间 间 隔 内 ， 速 度 矢 的 增 量 为 Av=v 一 mw， 动 点 的 平均 加 速 
а 





Av 
At 


当 At 趋 近 于 零 时 ，M 点 趋 近 于 M A Ma EFR. REE M 在 瞬 
(018077 


а= 6-4) 
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时 z 的 加 速度 ， 即 





(S-5) 


式 (5- 5) 表 明 ， 动 点 的 加 速度 矢 a 等 于 该 点 的 速度 和 撩 vw 对 时 间 1 的 一 阶 导数 ， 或 等 于 其 矢 
径 r 对 时 间 z 的 二 阶 导 数 。 

有 时 为 了 方便 ， 在 字母 上 方 加 “。，” 表 示 该 量 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 加 “。， ”表示 该 
量 对 时 间 的 二 阶 导数 。 因 此 ， 式 (5- 3) 和 式 (5- 5) 也 可 改写 为 








e=, а-ж-ғ (5-6) 
在 国际 单位 制 中 ， 加 速度 a 的 单位 为 m/s 。 
如 在 空间 任 取 一 点 O， 把 动 点 M 在 连续 不 同 瞬时 的 速度 和 撩 wv， vw ，w"，…， 者 平行 地 





移 到 点 O， 连 接 各 矢量 的 端点 M，M'，M"，…， 就 构成 了 矢量 如 端点 的 连续 曲线 ， 称 为 
速度 矢 端 曲线 ， 如 图 5.4 所 示 。 动 点 M 的 瞬时 加 速度 撩 a 的 方向 沿 着 速度 撩 端 曲线 的 切 
线 方向 。 








53 动 点 M 的 平均 加 速度 54 速度 矢 端 图 


| 5. 2 直角 坐标 法 


直角 坐标 法 是 用 直角 坐标 系 ， 即 笛 卡 尔 坐标 系 (Cartesian coordinates) 来 描述 点 的 各 种 
运动 量 的 方法 。 具 体 解 题 时 常 采用 直角 坐标 法 。 





5.21 点 的 运动 方程 


取 一 固定 的 直角 坐标 系 Qryz， 则 动 点 M 在 任意 
瞬时 的 空间 位 置 既 可 以 用 它 相对 于 坐标 原点 O 的 矢 径 
г 表示 ,也 可 以 用 它 的 3 个 直角 坐标 z, y. < 表示 ， 
如 图 5.5 所 示 。 
于 矢 径 的 原点 О 与 直角 坐标 系 的 原点 O 重合 ， 
因此 有 如 下 关系 





























г=21-+-уј Tzk (5-7) 图 5.5 用 直角 坐标 系 描述 点 的 运动 


Машэ» 


Шы 


IP, i, j,k 分 别 为 沿 z+，y，z 坐标 轴 的 单位 矢量 ， 如 图 5.5 所 示 。 由 于 矢 径 了 是 时 间 
的 单 值 连续 函数 ， 因 此 т. оу. = 也 是 时 间 的 单 值 连续 函数 。 应 用 式 (5- 7)， 可 将 运动 方程 
(5- 1) 改 写 为 





























=f, y=f(t), z=f,G) (5-8) 
式 (5- 8) 称 为 直角 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 。 如 果 知 道 了 点 的 运动 方程 式 (5 - 8)， 就 可 以 
求 出 任 一 瞬时 点 的 坐标 +，y，z 的 值 ， 也 就 完全 确定 了 该 瞬时 动 点 的 位 置 。 

式 (5-8) 实 际 上 也 是 用 参数 形式 表述 的 点 的 运动 轨迹 方程 。 只 要 根据 不 同 的 时 间 1. 
依次 计算 动 点 的 位 置 坐标 二，>，*， 依 据 这 些 数值 就 能 绘 出 动 点 的 轨迹 。 在 数学 上 ， 只 要 
消去 运动 方程 (5 - 8) 中 的 参数 :， 得 到 的 方程 为 
f(z, y, х)=0 (S-9) 
即 为 点 的 轨迹 方程 。 由 式 (5- 9) 可 见 ， 动 点 的 轨迹 方程 具有 与 时 间 无 关 的 特性 。 

若 点 仅 在 某 一 平面 内 运动 ， 则 可 在 该 平面 内 取 Ozy 坐 标 系 ， 点 的 运动 方程 (5 -8) 退 
化 为 








х= 00). RA (5-10) 
消去 式 (5 - 10) 中 的 参数 :， 即 得 平面 内 动 点 的 轨迹 方程 为 
f(r, y)=0 (5-11) 


5.2.2 点 的 速度 


将 式 (5- 7) 代 入 到 式 (5- 3) 中 ,由 于 坐标 轴 zx, x, z 的 单位 矢量 i，j, k 为 恒 矢量 ， 
即 矢量 的 大 小 和 方向 均 不 随时 间 变化 ， 因 此 有 














一 下 一 是 (十 好 十 起) 一 至 十 和 /十 下 6-12 
设 动 点 M WEER v 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 v.，v, Ж/о.. HI 
v=vitoj tok (5-13) 
比较 式 (5 - 12) 和 式 (5- 13)， 可 得 
dz d, „=€ 6-19 


TVz 一 了 了 ， ту . 了 一 
dt dt dt 


式 (5- 14) 表 明 ， 速 度 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 等 于 动 点 对 应 的 位 置 坐标 对 时 间 的 一 阶 导数 。 
由 式 (5 -14) 求 得 各 速度 分 量 之 后 ， 速 度 和 撩 wv 的 大 小 和 方向 就 可 完全 确定 。 速 度 大 
小 为 








(5-15) 
方向 余弦 为 


соз(ә, =“, cos(v, j=“, cos(v, Kk)== (5-16) 
U U о 


5.2.3 点 的 加 速度 


将 式 (5- 13) 代 入 到 式 (5 - 5) 中， 由 于 坐标 轴 z，y，z 的 单位 矢量 i，j, k WERE, 
(020077 
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因此 有 
А Эй; 2522 du， dm dv, - 
a E g vitoj Tuk) 于 A ; арк (5-17) 
设 动 点 М 的 加 速度 和 撩 a 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 a;,，a, а. . BB 
a=a,i+a,j+a.k (5-18) 
比较 式 (5 - 17) 和 式 (5 - 18) ， 并 考虑 式 (5 - 14) ， 可 得 
а- ао, _d x do, _ d'y dv. «а (5-19) 























а de е а de “ а аг 
式 (5- 19) 表 明 ， 加 速度 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 等 于 动 点 对 应 的 位 置 坐标 对 时 间 的 二 阶 导数 ， 
或 者 等 于 相应 的 速度 对 时 间 的 一 阶 导数 。 

HRG- 19) 求 得 各 加 速度 分 量 之 后 ， 加 速度 矢 a 的 大 水 和 方向 就 可 完全 确定 。 加 速 
度 的 大 小 为 





(5-20) 





方向 余弦 为 
cos(a, 1) =, cos(a, j)=“%, соѕ(а, К) = (5-21) 
а а а 


【 例 5.12 如 图 5.6 所 示 ， 椭 圆规 的 曲柄 
OC 可 绕 定 轴 O 转动 ，C 端 与 规 尺 AB 的 中 点 
以 贸 链 相连 接 ， 规 尺 两 端 分 别 与 滑 块 A 和 滑 块 
B 相连 ， 两 滑 块 在 相 垂直 的 滑 槽 中 运动 。 已 知 
ОС-АС-ВС-і, MC 二 a，g 二 wt。 求 规 尺 上 
点 MM 的 运动 方程 、 运 动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 
解 : 欲求 点 <M 的 运动 轨迹 ， 可 以 先 用 直 5 
角 坐 标 法 给 出 它 的 运动 方程 ， 然 后 从 运动 方程 
中 消去 时 间 上 ， 得 到 轨迹 方程 。 动 点 M 仅 在 平 
面 内 运动 ， 为 此 ， 取 坐标 系 Oxy， 如 图 5.6 所 
示 ， 点 M 的 运动 方程 为 
т--СОС-ЕСМӘсово--(1--а)созай (a) 
y=AMsing= (l—a)sinwt (b) 
消去 时 间 t， 得 动 点 M 的 轨迹 方程 


























图 5.6 椭圆 规 机 构 


а? 党 = 
Utay ау) € 


由 此 可 见 ， 点 M 的 轨迹 是 一 个 长 轴 与 x 轴 重 合 , 短 轴 与 y 轴 重 合 的 椭圆 。 如 果 取 不 同 的 
CM 值 ， 即 取 不 同 的 a 值 ， 就 可 绘制 出 一 系列 长 短 半 轴 不 同 的 椭圆 。 当 M 点 在 AC БМ. 
椭圆 轨迹 的 长 轴 与 x 轴 重 合 ， 短 轴 与 y 轴 重 合 ; 当 M 点 在 BC 段 时 , 长 轴 与 y 轴 重 合 ， 短 
轴 与 zx 轴 重 合 ; 当 MM 点 与 C 点 重合 时 ,椭圆 退化 为 一 个 半径 为 /的 圆 。 
为 求 点 的 速度 ， 将 点 的 位 置 坐标 表达 式 (a) 和 表达 式 (b) 分 别 对 时 间 上 取 一 阶 导 数 ， 得 

ат 
dt 


















































=— (l+a)wsinwt (d) 


SEE 


K: 


dy 


l 
l 
Жаа 
v= Ер 全 一 (一 a)wcosowt (e) 


根据 式 (d) 和 式 (e)， 求 得 点 М 的 速度 大 小 为 
v V/v tu = UFa o sin wt Ua) w cos oz 


=e А-а? —2alcos2wt 





Дола 
созбо: ем --(4--а) зіпай 
9 1 +a —2alcos2ot 


ту (4--а)созай 
о Ү/р-Ға!--2айсоз2ай 

为 求 点 的 加 速度 ， 将 点 的 位 置 坐标 表达 式 (a) 和 表达 式 Cb) 分 别 对 时 间 t 取 二 阶 导 
Ж. 





Qi 二 二 二 一 (1а) аў coswt (Ü) 


d 
а-а еу c= aw sinwt (g) 


根据 式 (f) 和 式 (g)， 求 得 点 M 的 加 速度 大 小 为 
а Ма а: ta) w cos ot (La) w sin wt 


=Ë Аа? 2alcos2ot 














其 方向 余弦 为 
cos(a, ) = Sacoswt _ 
—(l—a)sinwt 
【 例 5. 2】 曲柄 连 杆 机 构 如 图 5.7 所 示 。 
曲柄 OA 长 为 ”>， 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 ， 
转角 реа, EAB KHL, а 。 ， 
链 与 曙 柄 的 端点 А 相连 ， 另 一 端 通过 饮 链 与 / ( 
1 o 





y= 
cos(a, 2-4 





Е В МЕ, TIEF AB 的 传动 作用 , 使 i 
得 滑 块 妃 沿 水 平滑 槽 作 往复 直线 运动 。 试 求 `Q 
滑 块 B 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 
т. 取 坐 标 系 Ozy， 如 图 5.7 所 示 。 在 图 5.7 曲柄 连 杆 机 构 
任 一 瞬时 ， 滑 块 В 的 位 置 为 

Z 一 OB 一 OC 十 CB 王 rcosp 十 /cosy (a) 

根据 几何 关系 . 在 AOAB 中 ,利用 正弦 定理 ， 有 
Упр r 
sing l’ 

此 处 4 二 r/1， 表 示 曲 柄 与 连 杆 的 长 度 之 比 ， 从 而 
cosy 一 /1 一 jzsinzp (b) 


мү 














Ep sing 一 了 sing=Asine 


(20/7 
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将 式 (b) 和 g 二 wt RARA, AR В 的 运动 方程 为 
x=rcoswt 11А sin wt (c) 
为 便于 分 析 ， 利 用 二 项 式 定理 


(+ = У) аал, улса, ne" 


n=0 п: 
将 式 (b) 展 开 成 级 数 形式 ， 此 处 2 —2 sine, a=1/2, 18 


cosy 一 1 









































А ап рдн ре 

在 一 般 的 曲柄 连 杆 机 构 中 , д 0/10. 2, 378 А0. 2, Д] А? = 0. 04, д! = 0. 0016, 
而 зіп” 的 最 大 值 为 1， 可 见 展开 式 中 的 高 次 项 对 计算 结果 的 影响 很 小 ， 在 工程 计算 中 通 
常 可 以 忽略 不 计 。 只 取 展 开 式 前 两 项 ， 运 动 方 程式 (c) 可 简化 为 








#=rcosət-+-1[1— sinar) (d) 
利用 三 角 函 数 关系 式 
. 2 — Kctis%t 
sin ASAN 


化 简 式 (d)， 得 








# (1 LA) U "(созы T cost) (e) 
为 求 滑 块 B 的 速度 和 加 速度 ， 将 式 (e) 对 时 间 分别 取 一 阶 导数 和 二 阶 导数 ， 得 
о па (ата Акад) (Ü 
— do _ d: z ЖУА P 
a= q тте (coswt 十 Mcos2wt) (g) 


【 例 5.3] 图 5. 8(a) 所 示 为 偏心 驱动 油泵 中 的 曲柄 导 杆 机 构 。 曲 柄 OA KA r. AA 
角速度 w 绕 O 轴 转 动 ， 转 角 pg 二 wt 十 9,， 9 为 1 二 0 时 曲柄 与 水 平 直线 的 夹 角 。 曲 柄 端点 A 
通过 贸 链 与 滑 块 相连 ,通过 滑 块 A 在 滑 槽 中 的 滑动 ， 带 动 导 杆 作 上 下 往复 直线 运动 。 试 求 
导 杆 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 











(a) (b) 
5.8 曲柄 导 杆 机 构 


w 
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解 : 因 滑 槽 与 导 杆 制 成 一 体 ， 且 作 直线 平 动 , 故 其 上 任意 一 点 的 运动 均 可 代表 导 杆 的 
运动 。 为 计算 方便 起 见 ， 取 动 点 M 为 研究 对 象 。 令 动 点 M 的 直线 轨迹 为 x 轴 ， 曲 柄 的 转 
动 中 心 O 为 坐标 原点 。 根 据 图 示 几 何 关系 ， 动 点 M 的 位 置 坐标 为 
x=0M=0Asing=rsing (a) 




















将 e= tO RARA), 有 
x=rsinlwt +0) (b) 
式 (b) 即 为 动 点 M 的 运动 方程 。 由 式 (b) 可 见 ， 动 点 M 的 位 置 坐标 随时 间作 正弦 变化 。 

当 点 作 直 线 往复 运动 ， 并 且 运 动 方程 可 表示 为 时 间 的 正弦 函数 或 余弦 本 数 时 ， 这 种 运 
动 称 为 直线 简 谐 振动 。 往 复 运动 的 中 心 称 为 振动 中 心 。 动 点 偏离 振动 中 心 最 远 的 距离 称 为 
振幅 (amplitude)。 用 来 确定 动 点 位 置 的 角 称 为 相位 (phase)， 用 来 确定 动 点 初始 位 置 的 角 
称 为 初 相 位 。 在 本 例 中 ， 动 点 M 的 振动 中 心 为 O 点 ,振幅 为 x; 相位 为 g 二 wt 十 9， 初 相位 
为 0。 





动 点 往复 一 次 所 需 的 时 间 T 称 为 振动 的 周期 (peried) :由 于 时 间 经 过 一 个 周期 ， 相 位 
相应 增加 2x， 即 
e(t+T)+0= (ot 0) +2x 
从 而 可 得 


周期 工 的 倒数 
= МЕЙТ?!) 
“та 
称 为 振动 的 频率 (frequency)。 它 表示 每 秒 钟 振动 的 次 数 ， 单 位 为 1/s， 或 称 为 赫兹 (Hz)。 
о 称 为 振动 的 角 频 率 (circular frequency) ， 因 为 


2 
e= = 2x f 


所 以 角 频 率 表 示 在 2x 秒 内 振动 的 次 数 。 
根据 动 点 M 的 运动 方程 式 (b)， 就 可 求 得 动 点 M 的 速度 和 加 速度 。 将 式 (b) 对 时 间 е 
分 别 求 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 ， 得 


v= =rwcos(wtt0) (c) 
a=% Et rusino FOD =— wx (d) 


从 式 (d) 可 见 ， 简 谐振 动 的 特征 之 一 是 加 速度 的 大 小 与 动 点 位 移 成 w 倍数 关系 ， 而 振动 方 
向 相反 ， 即 加 速度 和 位 移 反 相 。 

为 了 形象 地 表示 动 点 位 移 、 速 度 、 加 速度 随时 间 变 化 的 规律 . 将 +, о а 随 t 变化 
的 函数 关系 绘制 成 曲线 图 ， 这 些 曲线 图 分 别称 为 位 移 图 线 、 速 度 图 线 和 加 速度 图 线 ， 如 
图 5.8(b) 所 示 。 由 图 5.8(b) 可 见 ， 动 点 在 振动 中 心 时 ， 速 度 值 最 大 ， 而 加 速度 值 为 零 ; 
在 两 端点 位 置 时 ， 加 速度 值 最 大 ， 而 速度 值 为 零 ; 动 点 自 振动 中 心 向 两 端 运动 是 减速 运 
动 ， 而 从 两 端 回 到 振动 中 心 的 运动 是 加 速 运动 。 
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【 例 5.4】 图 5.9 所 示 曲 杆 OBC，OB 长 度 为 r, В. 
OB 与 BC 垂直， 曲 杆 以 均 角速度 w 绕 О 轴 转 动 ， 使 套 
在 其 上 的 小 环 M 沿 固定 直 杆 OA 滑动 ， 转 角 с-а--0. 
0 为 1=0 时 ОВ 与 工 轴 夹 角 。(1) 求 小 环 M 的 运动 方 
程 、 速 度 和 加 速度 ，(2) 若 r=0.l1m, w=0. 5rad/s。 
当 转 角 % 一 60" 时 ， 求 小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 

解 : (1) 以 O 点 为 原点 ， 建立 如 图 5.9 所 示 的 
坐标 系 Ozy。 由 图 示 几 何 关系 ， 得 点 M 的 位 置 坐标 





























表达 式 为 图 5.9 直角 曲 杆 圆 环 机 构 
х=-0В. (а) 
coso 
将 фа +0 RAR, 有 
енен ене 
созбо F0) s) 


式 (b) 即 为 动 点 М 的 运动 方程 。 
为 了 求 动 点 M 的 速度 和 加 速度 ， 将 式 (b) 对 时 间 上 分 别 取 一 阶 导数 和 二 阶 导数 ， 有 
92 "өзіп(ші--0) 
ОЧ eos’ (wt F0) 


ао dor rw? [1+sinz(wt 二 0)] 

а. ағ сов” Cwt +0) 
(2) 将 r=0. Іт, w=0: 5rad/s 以 及 gp 一 ww 十 0 一 60" 代 入 式 (c) 和 式 (d)， 求 得 该 位 置 处 

小 环 M 的 速度 和 加 速度 分 别 为 

0.10. 5X sin60" 

ы cos” 60° 
0. 1X0. 52 X (Tsin? 60°) 

сов! 60% 


| 5.3 自然 轴 系 法 


利用 点 的 运动 轨迹 建立 弧 坐标 及 自然 轴 系 ， 并 用 它们 来 描述 和 分 析 点 的 运动 的 方法 称 
为 自然 轴 系 法 。 该 方法 联系 点 的 运动 轨迹 来 分 析 点 的 运动 ， 物 理 概念 清晰 ， 便 于 说 明和 运动 
的 性 质 。 在 动 点 轨迹 已 知 的 情况 下 ， 利 用 自然 轴 系 法 描述 点 的 运动 比较 方便 。 


(c) 











(d) 


--0. 1732(m/s) 











0.35(m/s°) 


5.3.1 点 的 运动 方程 


在 工程 实际 问题 中 ， 有 些 点 的 运动 轨迹 往往 是 已 知 











Ө M 的 。 在 轨迹 上 任 取 某 一 固定 点 О 为 原点 ， 并 规定 原点 O 
` 的 某 一 侧 为 正 向 ， 则 动 点 M 在 轨迹 上 的 位 置 可 由 原点 O 








ЖМ 点 的 弧 长 * 来 确定 ， 如 图 5. 10 所 示 。 弧 长 s 为 代数 
图 5.10 用 弧 坐 标 描述 点 的 运动 ” 量 ， 称 为 动 点 M 的 弧 坐 标 。 当 点 M 运动 时 ，s 随时 间 z 


w 
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变化 ， 且 为 时 间 的 单 值 连续 函数 ， 即 





s= (5-22) 
RG- 22) 称 为 动 点 沿 轨迹 的 运动 方程 ， 或 称 为 以 弧 坐 标 表示 的 点 的 运动 方程 。 若 已 知 
点 的 运动 方程 式 (5 -22)， 则 可 以 确定 任 一 瞬时 点 的 弧 坐 标 s 的 值 ， 也 就 确定 了 该 瞬时 
动 点 在 轨迹 上 的 位 置 。 这 种 利用 轨迹 建立 参考 系 来 描述 动 点 的 各 运动 量 的 方法 称 为 自 

















5.3.2 自然 轴 系 


在 点 的 运动 轨迹 曲线 上 取 动 点 M， 经 历时 间 间 隔 At 之 后 ， 动 点 达到 M'，MM' 间 的 弧 
KA As, 点 M 和 M' 的 矢 径 差 为 Ar. ШІН 5. 11 所 示 。 当 
At>0 时 ， 有 
|ar|=]MM'|=| As| 
因而 沿 轨迹 切线 方向 的 单位 矢量 * 可 定义 为 
Ағ ағ 


т т ds (5-23) 


ES 治 轨迹 切 向 单位 矢量 其 指向 与 弧 坐 标的 正 向 一 致 。 

设 点 M 和 M' 的 切 向 单位 矢量 分 别 为 c 和 + ， 如 图 5.12 М. т FEELS М. т 
Mr 确定 了 一 个 平面 。 令 M' 无 限 趋 近 于 点 M， 则 此 平面 趋 近 于 某 一 极限 位 置 ， 该 极限 平 
面 称 为 曲线 在 点 M 的 密切 面 ， 如 图 5. 13 所 示 。 过 点 JW 并 与 切线 垂直 的 平面 称 为 法 平面 ， 
法 平面 与 密切 面 的 交 线 称 为 主 法 线 。 令 主 法 线 的 单位 矢量 为 nx， 指向 曲线 内 目的 一 侧 。 过 
点 M 且 垂直 于 切线 及 主 法 线 所 在 平面 的 直线 称 为 副 法 线 ， 其 单位 矢量 为 b， 指 向 与 切 向 单 
位 矢量 * 和 法 向 单位 矢量 构成 右手 系 ， 即 

ӛ-тХп 




















图 5.12 两 切 向 单位 矢 定义 的 平面 图 5.13 自然 轴 系 
以 点 M 为 原点 ， 以 切线 、 主 法 线 和 副 法 线 为 坐标 轴 组 成 的 正 交 坐标 系 称 为 曲线 在 点 
M 的 自然 坐标 系 ， 这 3 个 坐标 轴 称 为 自然 轴 。 值 得 注意 的 是 ， 随 着 点 M 在 轨迹 上 运动 ， 
单位 矢量 rz. n 和 4b 的 方向 也 在 不 断 变 动 ， 因 而 自然 坐标 系 是 沿 轨迹 曲线 变动 的 游 动 坐 
标 系 。 
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在 曲线 运动 中 ,轨迹 的 曲率 «或 曲率 半径 p 是 一 个 重要 的 参数 ， 曲 率 和 曲率 半径 互 为 
倒数 关系 ， 即 < 一 1/o， 曲 率 表示 曲线 的 讨 曲 程度 。 如 图 5.12 所 示 ， 动 点 M 沿 轨迹 经 过 弧 
长 As 到 达 点 M'， 设 点 M 处 曲线 切 向 单位 矢量 为 *， 点 M 处 切 向 单位 矢量 为 ， 而 单位 
切 向 矢量 经 过 As 时 转 过 的 角度 为 Ap。 定 义 曲线 切 向 单位 矢量 的 转角 对 弧 长 的 一 阶 导数 的 
绝对 值 为 曲率 ， 则 有 























(5-24) 














根据 图 5.12 所 示 的 几何 关系 ， 有 
| Ar| =2]r|sin 26 


当 As~~0 时 ，Ap->0，Azr 与 垂直 ， 且 Y 为 单位 矢量 ， 从 而 工 的 模 为 1， 由 此 可 得 
| Ат|<<Ас 
注意 到 As 为 正 时 ， 点 沿 切 向 4 的 正方 向 运动 ,At 指 向 轨道 内 四 一 侧 ; As 为 负 时 ，Ar 
首 向 轨道 外 凸 一 侧 。 因 此 有 


ЧЕ аде lima = а (5 - 25) 
s 45-005 А-0 As р 


式 (5- 25) 将 用 于 法 向 加 速度 的 推导 。 
5.3.3 点 的 速度 


根据 式 (5- DHG- 23). 有 
_ dr dsdr_ ds 


за dds dr 
由 此 可 得 ， 速 度 的 大 小 等 于 动 点 的 弧 坐 标 对 时 间 的 一 阶 导 数 的 绝对 值 。 弧 坐标 对 时 间 的 一 
阶 导 数 为 一 个 代数 量 ， 用 vv 表示 ， 即 


=%_; Е 
= T š (5-26) 


若 ds/dÚ—0, W s 随时 间 的 增加 而 增 大 ， 点 沿 轨迹 的 正方 向 运动 ; ds/d/<—0, M s 随时 间 
的 增加 而 减 小 ， 点 沿 轨 迹 的 负 方 向 运动 。 因 此 ，w 的 模 表示 速度 的 大 小 ，w 的 正 负 号 表示 
点 沿 轨 迹 运动 的 方向 ， 点 的 速度 矢量 可 写 为 

v= (S= 27) 
式 (5- 27) 表 示 速 度 矢量 沿 运动 轨迹 的 切线 方向 。 





5.3.4 点 的 加 速度 


将 式 (5 一 27) 对 时 间 t 取 一 阶 导数 ,注意 到 速度 的 大 小 v 和 方向 t 均 为 变量 ， 可 得 


—dv_dv | dr Т 
a= d rto (5-28) 


式 (5- 28) 右 端 两 项 都 是 矢量 ， 第 一 项 表示 速度 大 小 变化 的 加 速度 ， 记 作 ас: 第 二 项 表示 
ХЕ) 





Жаа 


速度 方向 变化 的 加 速度 ， 记 作 a,。 下 面 分 别 求 an an 和 全 加 速度 a 的 大 小 和 方向 。 
1. 表示 速度 大 小 变化 的 加 速度 a, 
(5-28) 可 知 























a == ór (5-29) 


式 (5- 29) 表 明 ，a' 是 一 个 沿 轨迹 切线 方向 的 矢量 ， 称 为 切 向 加 速度 。 若 4о/й->0. Ша, 
指向 轨迹 的 正方 向 ; Æ dv/d<0. W a 指向 轨迹 的 负 方 向 。a, 的 大 小 为 

s s (5-30) 
a 是 一 个 代数 量 ， 它 表示 加 速度 a 在 轨迹 切线 方向 上 的 投影 。 

式 (5-29) 和 (5- 30) 表 明 ， 切 向 加 速度 表示 单位 时 间 点 的 速度 大 小 的 变化 量 ， 其 代数 
值 等 于 速度 的 代数 值 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 或 者 弧 坐 标 对 时 间 的 三 阶 导数 ， 其 方向 沿 动 点 运 
动 轨迹 的 切线 方向 。 

2 表示 速度 方向 变化 的 加 速度 an 

由 (5-28) 可 知 





du (5-31) 


式 (5- 31) 表明，a, 描述 单位 时 间 切 向 单位 矢量 r 方 向 的 改变 量 。 式 (5 - 31) 可 改写 为 


将 式 (5- 25) 和 式 (5- 26) 代 入 上 式 , 得 
а= п (5-32) 
0 


HIK(5-32)n] DL, а, 的 方向 与 主 法 线 的 正 向 一 致 ， 称 为 法 向 加 速度 。 式 (5 - 31) 和 式 (5- 32) 
表明 ， 法 向 加 速度 表示 速度 方向 随时 间 变化 的 快慢 程度 ， 其 大 小 等 于 点 的 速度 平方 与 曲率 
半径 的 比值 ， 其 方向 沿 着 主 法 线 ， 并 指向 曲率 中 心 。 

如 前 所 述 ， 切 向 加 速度 表示 速度 大 小 对 时 间 的 变化 率 ， 而 法 向 加 速度 表示 速度 方向 随 
时 间 的 变化 。 因 此 ， 当 速度 v 与 切 向 加 速度 a, 指向 相同 时 ， 即 v 与 a 的 符号 相同 时 ， 速 
度 的 绝对 值 不 断 增加 ， 点 作 加 速 运动 ， 如 图 5. 14(a) 所 示 ; 当 速度 v 与 切 向 加 速度 a, 指向 
相反 时 ， 即 vw 与 a, 的 符号 相反 时 ， 速 度 的 绝对 值 不 断 减 小 ， 点 作 减 速 运动 ， 如 图 5. 14(b) 
所 示 。 











图 5.14 动 点 M 作 加 速 或 减速 曲线 运动 


s 


ГІ а 


3. 全 加 速度 a 

由 以 上 分 析 可 知 ， 动 点 M 的 全 加 速度 a 应 为 切 向 加 速度 a,、 法 向 加 速度 а, 以 及 副 法 
向 加 速度 a, 的 矢量 和 ， 即 
а=а, Ра, +a, (5-33) 
由 于 切 向 加 速度 а, 和 法 向 加 速度 a, 均 在 密切 面 内 ， 因 此 全 加 速度 a 也 必 在 密切 面 内 。 这 
表明 加 速度 在 副 法 线 上 的 投影 等 于 零 ， 即 











а,-0 
将 上 式 以 及 式 (5 - 29)、 式 (5- 30), 、 式 (5- 31) 和 式 (5- 32) 代 入 式 (5- 33)， 得 
a=a,+a,=a,r+a,n (5-34) 
式 中 
一 dz 1 5- 
a= u а, A (5-35) 
全 加 速度 a 的 大 小 为 
a=/a Рад (5-36) 
全 加 速度 a 与 法 线 间 的 夹 角 为 
AN а = 
0—aretan[ £) 6-37) 


当 全 加 速度 a 与 切 向 单位 矢量 r 的 夹 角 为 锐角 时 ，0 为 正如 图 5. 14(a) 所 示 ; 当 全 加 速度 
a 与 切 向 单位 矢量 * 的 夹 角 为 钝 角 时 ，0 为 负 ， 如 图 :5544(b) 所 示 。 


5.3.5 点 作 匀 速 和 匀 变 速 曲 线 运动 的 情形 


1. 匀速 曲线 运动 

若 动 点 M 的 切 向 加 速度 ea 一 0， 则 动 点 M 的 运动 称 为 匀速 曲线 运动 。 动 点 М 的 运动 
规律 推导 如 下 : 

根据 式 (5-30)， 有 


a, == 
从 而 
z 一 常数 
为 了 求 得 动 点 M 的 运动 规律 ， 根 据 式 (5- 26)， 有 
ds 一 zdt 
对 上 式 两 端 进行 积分 ， 可 得 
s=s Hut (5-38) 


2 匀 变 速 曲线 运动 

若 动 点 M 的 切 向 加 速度 的 代数 值 保持 不 变 ， 即 a 二 常数 ， 则 动 点 М 的 运动 称 为 匀 变 
速 曲线 运动 。 动 点 M 的 运动 规律 推导 如 下 : 

将 式 (5- 30) 进 行 变量 分 离 ， 可 得 


“Мэг 


Жаа 


对 上 式 两 端 积分 ， 得 


dv=a,dt 


v=w at (5-39) 
式 中 ，w 表示 :一 0 时 动 点 M 的 速度 。 
为 了 求 得 动 点 М 的 运动 规律 ， 利 用 式 (5- 26)， 将 式 (5 - 39) 改 写 为 
d 


фаг 
对 上 式 进 行 变量 分 离 ， 然 后 积分 ， 可 得 
кта ай (5-40) 


式 中 ，w 表示 :二 0 时 动 点 M 的 弧 坐 标 。 

式 (5- 39) 和 式 (5- 40) 与 物理 学 中 点 作 直 线 运动 的 公式 县 有 形式 上 的 相似 性 ， 但 在 这 
里 ， 当 点 作曲 线 运动 时 ， 式 中 的 加 速度 只 是 切 向 加 速度 a， 而 非 全 加 速度 a。 这 是 由 于 点 
作曲 线 运动 时 ， 仅 用 全 加 速度 a 的 切 向 加 速度 分 量 a, 来 描述 动 点 运动 速度 大 小 变化 的 快 
慢 程度 。 

值得 注意 的 是 ,根据 式 (5 - 34) 可 知 ， 在 曲线 运动 中 ， 除 o=0 的 瞬时 外 ,点 的 法 向 加 
速度 a, 总 不 为 零 。 直 线 运动 可 视 为 曲线 运动 的 特殊 情形 ， 此 时 ， 动 点 M 运动 轨迹 的 曲率 
半径 p 趋 于 无 穷 大 ， 因 而 动 点 M 在 任何 瞬时 的 法 向 加 速度 a, 恒 等 于 零 。 

【 例 5.5】 «ЕО. ШІН 5. 15(a) 所 示 。 已 知 飞轮 半径 "一 0.5m， 飞 轮 上 一 
直线 OM 与 水 平 线 间 的 夹 角 g 的 变化 规律 为 gp 王 28 试 求 动 点 M 的 运动 方程 、 速 度 和 加 











(a) (b) 


515 定 轴 转 动 飞轮 上 一 点 M 的 运动 

















解 : 方法 一 ， 因 为 动 点 M 绕 轴 O 作 圆 周 运动 ， 其 运动 轨迹 已 知 ， 所 以 可 用 自然 轴 系 





法 描述 动 点 M 的 运动 。 为 此 ， 取 水 平 直线 与 飞轮 外 缘 的 交点 А, 为 弧 坐 标 原点 ， 建 立 弧 坐 
标 系 ， 如 图 5.15(a) 所 示 。 根 据 几何 关系 ， 有 
s=rg=0. 5X2 = (а) 
式 (a) 即 为 动 点 M 的 运动 方程 。 将 式 (a) 对 时 间 t 取 一 阶 导数 ， 有 
= S= (b) 











式 (b) 即 为 动 点 M 的 速度 。 利 用 式 (5 - 35)， 求 得 М 的 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 a, 分 
(290077 
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别 为 
-ф ts ,m/e 
a= dr 2m/s (c) 
a= 8 (d) 
将 式 (c) 和 式 (d) 代 入 式 (5- 36) 和 式 (5- 37)， 得 全 加 速度 a 的 大 小 和 方向 分 别 为 
а/а +a =2/14+162 (е) 
0—arctan[ & ) —arctan (21) 60 





方法 二 : 此 题 亦 可 用 5. 2 节 的 直角 坐标 法 求解 。 选 取 直 角 坐 标 系 Ozy 如 图 5. 15(b) 所 
示 ， 则 动 点 M 的 位 置 坐标 表达 式 为 


X=rcosg=0. 5cos(2/2) (а? 
y=rsing=0. 5ѕіп(2/2) СЬ) 

根据 式 (5 -14)， 将 式 (a') 和 式 (b') 分 别 对 时 间 : 取 一 阶 导数 ， 有 
v =E= аа) (с) 
МЕС) ЖШ 人 , 
vS --2ісов(2/7) (d) 

根据 式 (5- 15)， 求 得 速度 w 的 大 小 为 

=u =2 се? 


ЖҚ (5-19). Са) СЬ 分 别 对 时 间 z 取 三 阶 导数 ,或 将 式 (c о Саг) ЈУ 
时 间 上 取 一 阶 导 数 ， 得 














a ы Ж. 2510202) —812с05(2/2) (f) 
a, = y әзди )— 8t sin(2t ) (в) 
d? dt 
根据 式 (5 - 20)， 求 得 加 速度 a 的 大 小 为 
а/а Ба 2011617 (h) 


比较 式 (b) 和 式 (e )、 式 (e) 和 式 (h )， 发 现 利用 两 种 计算 方法 得 到 的 动 点 速度 和 加 速 
度 的 表达 式 是 完全 一 样 的 。 这 就 表明 ， 研究 点 的 运动 需要 借助 于 坐标 系 ， 然 而 点 的 运动 是 
客观 的 ， 与 坐标 系 的 选择 没有 关系 ， 即 点 的 运动 描述 满足 标 架 无 差异 原理 。 另 外 ， 从 式 
Ce) 和 式 (h ) 可 以 发 现 ， 某 瞬时 动 点 M 的 全 加 速度 是 唯一 的 ， 而 全 加 速度 的 分 解 有 无 穷 多 
种 ， 往 直角 坐标 系 上 分 解 和 往 自 然 轴 系 上 分 解 只 是 其 中 的 两 种 。 全 加 速度 a 往 直角 坐标 系 
的 x 和 > 轴 上 投影 得 到 a, Ша, 分 量 ， 往 自 
然 轴 系 的 切 向 和 法 向 投影 得 到 a, Жа, 分 量 。 
但 从 物理 意义 上 来 讲 ， 切 向 加 速度 矢量 а, 和 
法 向 加 速度 矢量 a, 的 物理 概念 更 加 明确 。 

【 例 5. 6】 只 滚 不 滑 的 运动 称 为 纯 滚 动 。 
现 有 半径 为 r 的 轮子 沿 直线 轨道 作 纯 滚 动 ， 
516 直线 轨道 上 作 纯 滚动 的 轮子 设 轮子 转角 g 一 wt，w 为 常 值 ， 如 图 5. 16 所 


М4 








l 
Ж.а 


示 。 求 用 直角 坐标 和 弧 坐 标 表示 的 轮 缘 上 任 一 点 М 的 运动 方程 ， 并 求 该 点 的 速度 、 切 向 
加 速度 及 法 向 加 速度 。 

т. 取 动 点 M 与 直线 轨道 的 接触 点 O 为 原点 ， 建 立 直角 坐标 系 Ory, WE 5. 16 所 
示 。 当 轮子 转 过 角度 时， 轮子 与 直线 轨道 的 接触 点 为 C。 由 于 是 纯 滚 动 ， 根 据 几何 关 
Z A 
































OC=MC=rg= rot 
直角 坐标 表示 的 动 点 M 的 运动 方程 为 
x=0C—0O, Msing=r(wt— sinwt) \ 
y=0O,C—O,Mcosg=r(1—cosot) | 
运动 方程 式 (a) 实 际 上 也 是 以 时 间 : 为 参 变量 的 动 点 M 运动 轨迹 的 参数 方程 。 这 是 一 个 摆 
线 方程 ， 或 者 称 为 旋 轮 线 方程 ， 表 明 动 点 M 的 运动 轨迹 是 摆 线 ， 如 图 5.16 所 示 。 
将 式 (a) 对 时 间 t 取 一 阶 导数 ， 得 动 点 M 的 速度 沿 志 和 Yy 坐标 轴 的 投影 分 别 为 




















(a) 























Ur 4: rw(l—coswt), 0, ды rwsinwt (b) 
动 点 M 的 速度 为 
v= v. +u, =ru 2(]— cosot) =2rwsin Е (0<¿t<2x) (c) 





将 式 (a) 对 时 间 上 取 二 阶 导数 ， 或 者 将 式 (b) 对 时 间 上 取 一 阶 导 数 ， 得 动 点 M 的 加 速度 沿 x 
和 > 坐标 轴 的 投影 分 别 为 


dy, d 


ар sinwt, a 9 соны (d) 
动 点 M 的 全 加 速度 为 
a=V d; Fa =ru (e) 
取 动 点 M 的 起 始点 O 作为 弧 坐 标的 原点 ， 根 据 式 (5 - 26)， 将 式 (c) 改 写 为 
ds 


-о-?кшзіп 9 (028) 
对 上 式 分 离 变量 ， 并 进行 积分 ， 即 得 用 弧 坐 标 表示 的 运动 方程 
s Гоп а 4r(1 сов) (0 < ot <2л) (D) 


根据 式 (5- 35)， 将 式 (c) 对 时 间 е 取 一 阶 导 数 ， 得 动 点 M 的 切 向 加 速度 为 














0259 а) 
а, а Tre) COS 2 g 

将 式 (e) 和 式 (g) 代 入 式 (5- 36)， 得 动 点 M 的 法 向 加 速度 为 
a, = а пап 9 (h) 


另外 ,将 式 (C) 和 (h) 代 入 式 (5- 35)， 还 可 得 到 动 点 M 轨迹 的 曲率 半径 ， 即 


2 2. 2wt 

47а sin" 

2 . wt 

0 4rsin 


гај sin > Е 
讨论 : `"42=2z/o В. р-2л. НМ М 运动 到 与 地 面相 接触 的 位 置 。 由 式 (c) 可 知 ， 
(00/7 
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此 时 点 M 的 速度 为 零 ， 这 表明 沿 地 面 作 纯 滚 动 的 轮子 与 地 面 接触 点 的 速度 为 零 。 然 而 ， 
由 于 点 М 的 全 加 速度 的 大 小 恒 为 xo*， 因 此 纯 滚 动 的 轮子 与 地 面 接触 点 的 速度 虽然 为 零 ， 
但 加 速度 却 不 为 零 。t 二 2x/w 代入 式 (d) ， 可 得 此 时 点 M Ja, =0. а, = rw*， 即 接触 点 的 
加 速度 方向 垂直 于 地 面 指向 轮 心 。 











| 5.4 点 的 速度 和 加 速度 在 柱 坐 标 和 极 坐标 中 的 投影 


如 果 动 点 的 运动 方程 以 柱 坐标 2， ç 和 < 表示 ， 则 点 的 速度 和 加 速度 可 推导 如 下 。 





5.4.1 点 的 运动 方程 


柱 坐 标 形式 的 点 的 运动 方程 为 
p=f1(D), @=f,(0. у, 00) (5-41) 
ЖЕР. р, @ = 均 为 时 间 的 单 值 连续 函数 。 
设 柱 坐标 的 单位 矢量 分 别 为 m，w 1 К. 3 个 矢量 互相 垂直 ， 构 成 右手 坐标 系 ， 其 中 
kin = 轴 的 正方 向 ，m 和 go 指向 o 和 到 增 大 的 方向 ， 如 图 5. 17 所 示 。 
动 点 M WIRI r 可 用 柱 坐 标 表示 为 
г= рь 1-2 (5-42) 
若 动 点 М 仅 作 平面 曲线 运动 ， 则 式 (5 - 41) 中 的 全 恒 等 于 零 ， 此 时 宜 采用 极 坐 标 来 描 
述 点 的 运动 。 动 点 M 的 位 置 可 由 p 和 vg 来 确定 ,… 即 
р= РЎ , e= f,(t) (5-43) 
式 (5- 43) 称 为 极 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 :p 和 g 为 时 间 的 单 值 连续 函数 ， 消 去 时 间 t 得 
极 坐标 表示 的 轨迹 方程 
flp, 9)=0 (5-44) 


5.4.2 点 的 速度 在 柱 坐 标 和 极 坐 标 中 的 投影 
将 式 (5- 42) 对 时 间 /上 取 一 阶 导 数 ， 得 


dr_dp dpo , dz, | Чк 
о 00е а ак а 











单位 矢量 к 为 恒 矢 量 ， 因 此 











且 有 


ЛЕК Ap. 
а іл 


设 动 点 M 在 t 瞬时 极 径 方向 的 单位 和 撩 为 p。， 在 (At 瞬时 的 单位 矢 为 ps， 如 图 5. 17 
所 示 。 为 了 计算 dpo/di 的 大 小 ,绘制 Az 时 间 间 隔 内 po 变化 的 矢量 图 ， 如 图 5. 18 所 示 。 


SS) 


Жаа 





5.18 在 At 内 极 径 单位 矢 的 变化 


517 用 柱 坐 标 描述 点 的 运动 
由 图 5. 18 可 见 ，dpo /dt 的 大 小 为 
































2sin ri sin 22 
ЕБ lim| 20° | 一 lim lim 2 Ap =lim de 
| so x a Ap At 名 | 学 d 
2 
do/dt 的 方向 为 Ap, 的 极限 方向 。 设 ,p 和 Apo 之 间 的 夹 角 为 8， 由 几何 关系 可 知 
人 3 学 
M Ar>0 J, Ae 0. | >ғ/2. BD dp, /díé 与 po 垂直 ,指向 旋转 的 方向 ， 即 mw 的 方向 。 
因此 
dp. _ de. 
d Д 


- 式 表 明 、 平面 内 旋转 的 单位 矢量 对 时 间 的 一 阶 导 数 是 在 旋转 平面 内 的 另 


一 矢量 , 其 


大 小 为 单位 矢量 转角 对 时 间 的 一 阶 导 数 的 绝对 值 ， 其 方向 与 原单 位 矢量 垂直 ， 并 指向 旋转 








方向 。 该 结论 对 于 在 平面 内 旋转 的 任意 单位 矢量 均 成 立 。 
点 MM 的 速度 为 
=p tp p% o, + 8 k 


点 的 速度 在 柱 坐标 上 的 投影 分 别 为 


别 为 





点 的 速度 在 极 坐标 上 的 投影 


т, 
Up 


dp ,dy 
а 

AP, о, 称 为 径 向 速度 ; о, 称 为 横向 速度 。 
(00077 


(5-45) 


(5-46) 


(5-47) 


(5-48) 


5.4.3 点 的 加 速度 在 柱 坐 标 和 极 坐标 中 的 投影 











点 的 加 速度 等 于 速度 矢量 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 即 
ао (Фр, | dodm 
аа (4%, Таш )+ 
арар, dp dedo, dz | dzdk 
(ae Po Te Je “ру dt )' (аи ісі а) 


根据 平面 内 旋转 单位 矢量 对 时 间 的 一 阶 导数 的 结论 ， 有 


аро ар, de dy 
d и” а аР" 
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将 上 式 代入 前 式 ， 并 注意 到 dk/dt 二 0， 点 的 加 速度 表达 式 化 为 
[de (de) | L+ 2 Bi Фе] 4: 5- 
ü Ë ola) А 2 шаған J rap" =s 
点 的 加 速度 在 柱 坐 标 上 的 投影 分 别 为 
жо (dey, dodo , dig Pz ET 
а q 26%) а» didt P q аг (9299) 
当 动 点 М 作 平 面 运动 时 а, =0. а M 的 加 速度 表达 式 简化 为 
= [e (dy pdp | d e 5-5 
Ы. Е б) Jopi шаа ` q Je G@=SD 
点 的 加 速度 在 极 坐标 上 的 投影 分 别 为 
«ор (dey: 2 dpdp | Фе 5-5 
а ав б) + a de 0 аг (97550) 


Жер. а, 称 为 径 向 加 速度 ; а, 称 为 横向 加 速度 。 

【 例 5.7】 凸轮 项 杆 机 构 如 图 5.19 Bras. (4626 O 轴 以 匀 角 
速度 w 作 勾 速 转动 ， 使 项 杆 AB 在 滑 槽 内 作 往 复 升 降 运 动 。 欲 使 
顶 杆 AB 以 匀速 度 v 上 升 ， 试 设计 CD 段 的 轮廓 曲线 。 

解 : 以 凸轮 为 参考 系 ， 取 极 坐 标 如 图 5.19 гл. 研究 杆 上 点 
А 的 运动 。 依 题 意 可 得 

dp/dt=v, 

















dg/ dt=w 


式 中 ，w о 为 常数 。 将 上 式 进行 变量 


分 离 ， 然 后 对 时 间 : 积分 ， 


并 设 点 C 为 动 点 A 在 :一 


0 时 的 初始 位 置 ， 





于 是 有 





К! 


й, [^ар = [Гаа 


积分 可 得 用 极 坐标 表示 的 点 A 相对 于 凸轮 的 运动 方程 为 


o= 





rivt, фа 
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=) 


Жаа 


上 式 消 去 时 间 2. s A 在 凸轮 上 的 轨迹 方程 为 
p=r 十 时 


凸轮 转动 , 杆 AB 匀速 上 升 , v 和 w 为 常数 ， 上 式 为 阿 基 米 得 螺旋 线 。 
| 5.5 点 的 速度 和 加 速度 在 球 坐标 中 的 投影 


如 果 动 点 的 运动 方程 以 球 坐标 r. с 和 0 表示 ， 则 点 的 速度 和 加 速度 可 推导 如 下 。 





5.5.1 点 的 运动 方程 


球 坐标 形式 的 点 的 运动 方程 为 
rv 0=f,G), фер) (5-53) 
Жер. re 和 名 均 为 时 间 的 单 值 连续 函数 。 

设 球 坐 标的 单位 矢量 分 别 为 r,，0, фо. З 个 矢 
RAWEA. ЛАТТА. HP ro WR е 的 方 
IJ. 0, 和 ww 分 别 指向 2 和 9 增 大 的 方向 ， 如 图 5.20 
所 示 。 

动 点 M HRE r 可 用 球 坐 标 表示 为 
图 5.20 ”用 球 坐标 描述 点 的 运动 г=то 6-54) 


5.5.2 后 的 速度 在 球 坐 标 中 的 投影 





将 式 (5- 54) 对 时 间 t 取 一 阶 导数 ,得 


акк 1,4% - 
тұтата (5-55) 


为 了 求 得 球 坐标 中 的 单位 矢量 六 ，b% ЖП фо 对 时 间 : 的 一 阶 导数 ， 建 立 如 图 5.20 所 示 
的 辅助 直角 坐标 系 Ozyz， 并 记 沿 z. y 和 < 轴 的 单位 矢量 分 别 为 jAk, hA 5.20 
可 得 





























ғо = sin0cosgi +-sin0singj + cosOk | 
P= — singi +-cosgj > (5-56) 
0,--ф. X ro --создсовфі “-совдвіпе/ — sinOk | 


将 式 (5- 56) 中 的 第 一 式 对 时 间 上 取 一 阶 导 数 ， 有 
те. (соѕӣсоѕеі + cosñsingj а sin0( —singi + созі) $ 
由 式 (5- 56) 可 知 ， 上 式 第 一 个 括 弧 内 的 项 即 为 98, ， 第 二 个 括 弧 内 的 项 即 为 w ， 从 而 








I ШІ. 


gq a, sing p, (5-57) 


同 理 ， 将 式 (5- 56) 中 的 第 二 式 和 第 三 式 分 别 对 时 间 1 取 一 阶 导 数 ， 得 





Че 40, сохд Зр, (5-58) 
Wi sing r соч) 4%, (5-59 


将 式 (5- 57) 代 入 式 (5- 55)， 得 


d dð, > gd 
= Tr tr TO trsing “Ұр. (S-60) 


或 简 记 为 
u= ur uku, 
点 的 速度 在 球 坐标 中 的 投影 为 
=S, ату, u =rsin0 £ (5-61) 


5.5.3 点 的 加 速度 在 球 坐 标 中 的 投影 
点 的 加 速度 等 于 矢 径 对 时 间 的 二 阶 导数 > 或 者 速度 撩 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 即 


аа [az ғ) lg) р 

















«аа а -еімен( a) Jo 


а 
dt 








2-2 dde oing 2rcos0 PY |p, (5-62) 


Lrsing dt dt dt dt 
或 简 记 为 

a=a,r +a адь 
根据 式 (5 - 62)， 可 得 点 的 加 速度 在 球 坐标 上 的 投影 为 


C] 





icr %0, 2 ағай 
отаг “dd 








rsingcoso( $) р (5-63) 


за алаф. dodo 
a,=rsin0 аа? qr qr sin0+-2rcos0 Ж 


М4 


Жаа 


本 


Tit 
IÈ 





1. 点 的 运动 方程 为 动 点 在 空间 的 几何 位 置 随时 间 变 化 的 规律 。 动 点 相对 于 同一 个 
参考 体 ， 若 采用 不 同 的 坐标 系 ， 将 有 不 同形 式 的 运动 方程 。 例如， 矢量 形式 : ғ-ғ(0; 
直角 坐标 形式 : 5A), YSA), х= 80): POA: з= е0): 柱 坐 标 形式 : 
END, фер 00), z=f,G); 球 坐 标 形式 : r 二 1(1),， 0 一 f2(1)，g 一 fs(1); 等 等 。 

2. 轨迹 为 动 点 在 空间 运动 时 所 经 过 的 一 条 连续 曲线 。 轨 迹 方程 可 由 运动 方程 消去 
时 间 t 参 变量 得 到 ， 因 此 轨迹 相 比 于 点 的 其 他 运动 量 ， 具 有 与 时 间 省 关 的 特性 。 再 者 ， 
研究 点 的 运动 需要 借助 于 坐标 系 ， 然 而 点 的 运动 是 客观 的 ,与 坐标 系 的 选择 没有 关系 ， 
即 点 的 运动 描述 应 该 满足 标 架 无 差异 原理 。 

3. 点 的 速度 和 加 速度 都 是 和 失 量 。 速 度 和 加 速度 的 计算 公式 如 下 。 

KEBA: ә-ғ.ат-ф-РҒ; 

分 量 形式 

(1) 在 直角 坐标 系 上 的 分 量 表示 : 


WATA U=] о. 








алата аулду-ң),. аура? 

(2) 在 自然 轴 系 上 的 分 量 表示 : 
ф-әт--іт. a=a,ja,=azr+a,n 
a=%ó=š, ас /05 aa Fa 

(3) 在 极 坐 标 上 的 分 量 表示 ， 








v=vpot vpo 
=, dp 
90 6:42 
а=а,р, агр 
dp ағу: dode Фо 
аР (а). 2 dr TP aÉ 
4. 点 的 切 向 加 速度 只 反映 速度 大 小 的 变化 ， 法 向 加 速度 只 反映 速度 方向 的 变化 。 
当 点 的 速度 与 切 向 加 速度 方向 相同 时 ， 点 作 加 速 运动 ; 反之 ， 点 作 减 速 运动 。 某 瞬时 
动 点 的 全 加 速度 是 唯一 的 ， 而 全 加 速度 的 分 解 有 无 穷 多 种 。 








a 











思 жой 


1. 平均 速度 与 瞬时 速度 有 什么 不 同 ? 在 什么 情况 下 ， 两 者 是 一 致 的 ? 
rdr ао dv a 
2. AI E POAR EEM. HHA? 
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3. 动 点 M 作 直 线 运动 ， 某 瞬时 的 速度 一 5m/s， 则 该 瞬时 的 加 速度 是 否 为 a= 
dv/dt 二 0， 为什么? 车 动 点 M 以 v= 二 5m/s 作 勾 速 曲线 运动 ， 则 加 速度 是 否 等 于 零 ， 为 


什么 ? 


4. 若 动 点 M 的 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 а, 均 为 常数 ， 则 动 点 M 作 何 种 运动 ? 





5. 设 动 点 M 作曲 线 运 动 ， 所 给 出 的 动 点 M 的 速度 和 加 速度 情形 如 图 
中 哪 几 种 运动 是 可 能 的 ， 哪 几 种 运动 是 不 可 能 的 ， 为 什么 ? 


а а 
M x” м < M v 
a 
а) (» (o) 
M Ж M 4 M 4 
a 
(d) (е) (0 
5.21 第 5 题 图 
6. 如 图 5.22 所 示 ， 动 点 AM 沿 螺 线 由 外 向 内 运 M, 





Р 














加 速度 是 越 来 越 大 还 是 越 来 越 小 ? 为 什么 ? 
т. 作曲 线 运动 的 两 个 动 点 ， 初 速度 相同 二 运动 轨 


5.21 所 示 ， 则 


动 ， 其 走 过 的 弧 长 与 时 间 的 一 次 方 成 正比 ， 即 ,一 上 саара 
试问 点 M 的 速度 是 越 来 越 快 还 是 越 来 越 慢 ， 点 M 的 


图 5.22 动 点 沿 螺 线 运动 


迹 相 同 、 运 动 中 两 点 的 法 向 加 速度 也 相同 。 判 断 下 述说 法 是 否 正确 ， 并 说 明理 由 。 


(1) 任 一 瞬时 两 动 点 的 切 向 加 速度 必 相 同 。 

(2) 任 一 瞬时 两 动 点 的 速度 必 相 同 。 

(3) 两 动 点 的 运动 方程 必 相 同 。 

8. 在 什么 情况 下 ， 点 的 切 向 加 速度 等 于 零 ? 在 什么 情况 下 ， 点 的 法 向 
在 什么 情况 下 ， 点 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 都 等 于 零 ? 








加 速度 等 于 零 ? 





9. 试 说 明 下 述 各 种 情况 下 ， 动 点 M 的 全 加 速度 ae、 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 a, 


3 个 加 速度 矢量 之 间 有 何 关系 ? 
(1) 动 点 M 沿 曲线 作 匀 速 运动 
(2) 动 点 M 沿 曲线 运动 ,在 该 瞬时 其 速度 为 零 ; 
(3) 点 沿 直 线 作 变速 运动 ; 
(4) 点 沿 曲 线 作 变 速 运动 。 


10. м M 作曲 线 运动 ， 若 切 向 加 速度 为 零 ， 则 动 点 M 的 速度 一 定 为 常 矢量 。 这 种 





说 法 正确 吗 ? 试 举例 说 明 为 什么 ? 


п. 车 动 点 M 作 曲线 运动 ， 其 加 速度 a 是 恒 矢量 ,试问 动 点 M 可 否 作 久 变速 运动 ? 
12. 在 极 坐标 中 ,也 一 于、 六 一 至 分 别 代表 在 极 径 方向 和 极 角 方 向 的 速度 ， 但 为 何 











w 


Жаа 


极 径 和 极 角 方向 的 加 速度 却 分 别 为 


dp асу: ріс , de 
“ар (T) a=? Fedt P аг 











试 分 析 a, 中 的 第 二 项 和 as 中 的 第 一 项 出 现 的 原因 以 及 它们 的 几何 意义 。 





习 题 
І. 已 知 点 的 运动 方程 ， 求 其 轨迹 方程 ， 并 自 起 始 位 置 计算 弧 长 ， 求 出 点 的 运动 规律 。 
х=40—22 z=4cos’t 
a) ) (2) ЕА 
у=31— 1. 5 у= Зѕіп 
ж--5сов/ ха 
(3) wR (4) 
y=5sint” 3=2t 





2. 如 图 5.23 所 示 曲 线 规 尺 , 杆 长 为 OA 二 AB=200mm, Ср = DE=AC=AE= 
50mm。 如 杆 OA 以 等 角速度 w 一 至 rad/s 绕 O 轴 转 动 ， 且 当 运 动 开始 时 ， 杆 OA 水 平 向 


右 ， 即 杆 OA 的 转角 gq 二 wt。 试 求 曲 线 规 尺 上 点 D 的 运动 方程 和 运动 轨迹 。 
3， 如 图 5. 24 所 示 ， 动 点 M 沿 轨迹 OABC 运动 ; OA 段 为 直线 ，AB 和 BC 段 分 别 为 
0 分 之 一 的 圆 弧 段 。 已 知 M 点 的 运动 方程 为 ;二 30t 硅 5X《m), Жі--0в. 18. 25 和 4s 时 的 


























图 5.23 曲线 规 尺 图 5.24 第 3 题 图 


4. 已 知 动 点 M 作 平面 运动 ， 其 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 a 一 一 160cos(21)， 
ау= —2005іп(21). 4 1=0 BF. z=40mm. y=50mm, о0,=0. о, = 100тту/ѕ. WRZ 
м 的 运动 方程 和 轨迹 方程 。 

5. 如 图 5.25 所 示 ， 半圆 形 凸轮 以 等 速 o =0.01m/s 沿 水 平方 向 向 右 运动 ,使 活塞 杆 
АВ 沿 铅 垂 方向 运动 。 当 运动 开始 时 , 活塞 杆 A 端 位 于 凸轮 的 最 高 点 位 置 处 。 如 凸轮 的 半 
径 r 为 809mm， 求 活塞 B 相对 于 地 面 和 相对 于 凸轮 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 

6. 如 图 5. 26 所 示 , ЖАВ. Ш o ЗЕН В 匀速 转动 ,转角 yg 二 wt。 与 村 相连 
HIR B FÈ s =c +bsinot 沿 水 平方 向 作 简 谐振 动 ， 其 中 c 和 5 均 为 常数 , 求 动 点 A 的 
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图 5.25 凸轮 与 活塞 杆 图 5.26 振动 系统 


7. 如 图 5. 27 所 示 ， 偏 心 凸轮 半径 为 >， 绕 0 轴 以 匀 角 速度 mw 转动 ， 转 角 g=wt， 偏 心 
距 OC=e， 凸 轮 带动 项 杆 AB 沿 铬 垂直 线 作 往复 运动 ; 试 求 项 杆 AB 的 运动 方程 和 速度 。 

8. 播 杆 滑 道 机 构 如 图 5. 28 所 示 ， 滑 块 M 同时 在 固定 圆 弧 槽 BC 中 和 摇 杆 OA 的 滑 道 
中 滑动 。BC 弧 的 半径 为 >， 播 杆 绕 轴 O 以 角速度 倍速 转动 :一 0 时 播 杆 位 于 水 平 位 置 。 
试 分 别 用 直角 坐标 法 与 弧 坐 标 法 求 滑 块 M 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 。 














图 5.27 凸轮 顶 杆 机 构 图 5.28 摇 杆 滑 道 机 构 


9. 如 图 5. 29 лк. ОА О, В 两 杆 分 别 绕 O О, 轴 转 动 ， 两 杆 通 过 十 字 滑 块 D 相 
连 。 在 运动 过 程 中 ,两 杆 保持 相交 成 直角 . В. ОО 二!，g 王 kt， 其 中 此 为 常数 。 试 求 : 
(1) 滑 块 D 的 运动 方程 和 速度 ;(2) 滑 块 D 相对 于 OA 杆 的 运动 方程 和 速度 。 

10. 已 知 点 的 运动 方程 为 : + 二 500:，y 王 500 一 5 ， 位 置 坐标 +，y 的 单位 为 m， 时 间 
t 的 单位 为 s。 求 1 二 0 时 ,点 的 切 向 加 速度 a,、 法 向 加 速度 a, 以 及 运动 轨迹 的 曲 3 

11. 动 点 М 作 平 面 曲线 运动 ， 其 速度 在 + 轴 上 的 投影 v, НЕГ с. ЖШ 
ЖК. Әм M 的 加 速度 大 小 为 

















ИЕ, 
cp 
RP, v 为 动 点 М 的 速度 大 小 ; p 为 点 的 轨迹 的 曲率 半径 。 


12, 半径 为 > 的 轮子 绕 水 平 轴 O 转动 ， 轮 缘 上 绕 以 不 可 伸 长 的 绳子 ， 绳 的 下 端 悬挂 一 
ùg 
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物体 A， 如 图 5. 30 所 示 。 设 物体 按 z 一 0. е 的 规律 下 降 ， 其 中 c 为 常数 。 求 轮 缘 上 一 点 
M 的 速度 和 加 速度 。 

















图 5.29 十 字 滑 块 连接 的 两 定 轴 转 动 杆 图 .30 滑轮 与 悬挂 物 

13. 设 动 点 М 的 运动 方程 为 x 二 acoswt，y 二 bsinit。 求 动 点 М 的 轨迹 方程 ， 并 求 其 切 
向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 an 。 

14， 如 图 5. 31 所 示 ， 点 M 沿 半径 为 7 的 圆周 作 初速 为 零 的 等 加 速 运动 。 若 点 M 的 全 
加 速度 a 与 切线 间 的 夹 角 为 w， 并 以 8 表示 点 M ERWIK s 所 对 的 圆心 角 。 试 证 明 ， 
Тапа = 2), 

15. 动 点 М й 5) а 75cos(42). у--Т5віп(42), Ж М 的 速度 v 以 及 切 
向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 ars 长度 单 位 为 mm， 时 间 单 位 为 so 

16. 已 知 动 点 M 的 运动 方程 为 + 二 一 :，y 王 24w 求 动 点 M 的 运动 轨迹 方程 ， 并 求 :一 
15 时 动 点 M 的 速度 v、 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 as。 长 度 单位 为 m， 时 间 单 位 为 so 

17. 如 图 5. 32 所 示 ， 一直 杆 以 匀 角 速度 jw 绕 其 固定 端 O 转动 ， 沿 此 杆 有 一 滑 块 以 匀 
速 w 滑动 。 设 开始 运动 时 ， 杆 在 水 平 位 置 ; 滑 块 在 O 点 。 求 用 极 坐标 表示 的 滑 块 的 轨迹 。 











5.31 动 点 沿 圆周 运动 5.32， 定 轴 转 动 直 杆 与 滑 块 


(BEY 


第 (7) 章 


刚体 的 简单 运动 


教学 目标 


本 章 主 要 研究 刚体 的 两 种 简单 运动 ， 


习 ， 应 达到 以 下 目标 。 


(1) 理解 刚体 平 动 、 刚 体 定 轴 转 动 、 轮 系 传动 比 、 角 速度 、 


即 研究 刚体 的 平 动 和 定 轴 转 动 。 通 过 本 章 的 学 


角 加 速度 等 基本 概念 。 


(2) 理解 刚体 作 简单 运动 时 ， 刚 体 上 的 点 与 刚体 整体 间 的 运动 关系 ， 为 研究 刚体 的 复 
杂 运 动 夯实 基础 。 
(3) 熟悉 角速度 和 角 加 速度 的 矢量 表示 法 以 及 点 的 速度 和 加 速度 的 失 积 表示 法 。 








教学 要 求 

知识 要 点 EDER 相关 知识 
тавд O 理解 刚体 平 动 的 基本 概念 (1) 刚体 平 动 的 运动 规律 
itna (2) 理解 刚体 定 轴 转 动 的 基本 概念 (2) 刚体 转动 的 运动 规律 


(3) 学 会 计算 轮 系 的 传动 比 


(3) 刚体 上 的 点 与 整体 间 的 运动 关系 





刚体 定 轴 转 动 
的 矢量 表示 法 





d) 了 解 角速度 和 角 加 速度 的 矢量 表 
示 法 
(2) 了 解 点 的 速度 和 加 速度 的 和 失 积 表 
示 法 





(1) 角 过 度 矢 量 和 角 加 速度 矢量 的 概念 
(2) 角 过 度 和 角 加 速度 的 计算 
(3) 刚体 上 点 的 速度 和 加 速度 的 概念 
(4) 点 的 速度 和 加 速度 的 计算 





l 
PPD u = 
Ë „.« 


刚体 ; 不 变质 点 系 ; Ph: 直线 平 动 ; 曲线 平 动 ; 定 轴 转 动 ; 角速度 ; 角 加 速度 ; 点 
的 速度 ; 点 的 加 速度 ; 轮 系 传动 比 ; АЖЕК, 角 加 速度 矢 。 


È se 


在 力 的 作用 下 其 内 部 任意 两 点 之 间 的 距离 保持 不 变 的 物体 称 为 刚体 ， 刚 体 是 由 无 穷 多 
个 质点 组 成 的 ， 因 此 ， 刚 体 亦 被 视 为 不 变质 点 系 。 刚 体 的 平 动 和 转动 是 工程 中 最 为 常见 的 
两 种 基本 运动 形式 。 有 些 较为 复杂 的 运动 例如， 曲柄 滑 块 机 构 中 连接 曲柄 与 滑 块 的 连 杆 
的 运动 、 和 车轮 沿 直 线 轨 道 的 滚动 等 ， 都 可 归结 为 这 两 种 简单 运动 的 组 合 。 因 此 ,研究 平 动 
和 转动 是 分 析 刚 体 一 般 运动 的 基础 。 本 章 将 主要 介绍 刚体 平 动 和 定 轴 转 动 的 基本 概念 ， 研 
究 这 两 种 简单 运动 的 特点 和 运动 规律 ， 并 探讨 刚体 整体 运动 与 刚体 上 一 点 的 运动 之 间 的 运 
动 关系 ， 为 研究 刚体 复杂 运动 夯实 基础 。 

例如 ， 滚 子 传送 带 ， 滚 子 作 定 轴 转 动 ， 通 过 滚 子 与 钢板 之 间 的 摩擦 传送 钢板 。 已 知 滚 
子 的 直径 d 一 200mm， 转 速 n=50r/min, 试 妹 钢板 在 滚 子 上 无 滑动 运动 的 速度 和 加 速度 以 

及 滚 子 上 与 钢板 接触 点 的 加 速度 。 


上 6.1 刚体 的 平行 移动 


工程 中 某 些 物体 的 运动 ， 例 如 ， 图 6. 了 所 示人 车 床上 刀 架 的 运动 、 图 6. 2 所 示 在 直线 轨 
道上 行驶 的 列车 车 厢 的 运动 、 图 6. З 所 示 的 摆 式 输送 机 中 送料 槽 的 运动 以 及 图 6. 4 所 示 桥 
式 起 重 机 的 行车 的 运动 等 ， 都 是 平 动 的 实例 。 这 些 刚体 的 运动 具有 一 个 共同 的 特点 ， 即 如 
果 在 物体 内 任 取 一 直线 段 ， 那 么 在 运动 过 程 中 这 条 直线 段 始终 与 其 最 初 位 置 平行 ， 这 种 运 
动 称 为 平行 移动 ， 简 称 平 动 。 刚 体 平 动 时 ， 其 上 任 一 点 的 轨迹 是 直线 ， 称 为 直线 平 动 。 刚 
体 平 动 时 ， 其 上 任 一 点 的 轨迹 是 曲线 ， 称 为 曲线 平 动 。 例 如 ， 上 述 图 中 车 刀 的 运动 、 车 硒 
的 运动 、 起 重 机 行车 的 运动 都 属于 直线 平 动 ， 而 送料 槽 的 运动 则 属于 曲线 平 动 。 

现在 来 研究 刚体 平 动 时 ， 其 内 部 各 点 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 之 间 的 关系 。 如 图 6. 5 所 
示 ， 在 刚体 内 任 选 两 点 A 和 B, 令 点 A WRH ra 点 B 的 矢 径 为 rs， 则 两 条 矢 端 曲 线 
即 为 两 点 的 轨迹 。 由 图 6. 5 可 知 
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图 6.1 车 床上 车 架 的 运动 图 6.2 行驶 的 列车 车 厢 的 运动 
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图 6.3 摆 式 输送 机 送料 槽 的 运动 图 6.4 桥 式 起 重 机 行车 的 运动 


ra=rs+AB (6-1) 
当 刚 体 平 动 时 ， 线 段 AB 的 长 度 和 方向 都 不 变 ， 所 以 
了 B4 是 恒 矢 量 。 因 此 ， 只 要 把 点 也 的 轨迹 沿 B4 平 行 搬 
移 一 段 距离 BA ， 就 能 与 点 A 的 轨迹 完全 重合 。 例 如 ， 
图 6.2 所 示 在 直线 轨道 上 行驶 的 列车 车 厢 ， 其 上 各 点 
均 作 直线 运动 这些 点 的 运动 轨迹 是 一 样 的 。 又 如 ， 
图 6. 3 所 示 摆 式 输送 机 ， 送 料 槽 АВ 的 运动 是 平 动 ， 
槽 内 各 点 的 运动 轨迹 均 为 半径 相同 的 圆 弧 。 

















й KRG- DITE 1 求 导数 ， 因 为 恒 矢量 BA 的 导 
图 6.5 平 动 刚体 的 运动 规律 数 等 于 零 ， 于 是 有 
TA 一 VB， daA=ap (6-2) 


RP, va 和 ws 分 别 表示 点 4 RUS В 的 速度 ; ал Шау 分 别 表示 点 A 和 点 B 的 加 速度 。 
由 于 选取 点 A 和 点 B 的 任意 性 ， 因 此 ,可 以 得 出 结论 ， 当 刚体 作 平 动 时 ， 刚 体内 所 有 各 
点 的 运动 轨迹 的 形式 完全 相同 ， 在 每 一 瞬时 > 所 有 各 点 具有 相同 的 速度 和 相同 的 加 速度 。 

由 此 可 知 ， 当 刚体 作 平 动 时 ， 只 要 确定 出 刚体 内 任 一 点 的 运动 ， 也 就 确定 了 整个 刚体 
的 运动 。 因 此 研究 刚体 的 平 动 ， 可 以 归结 为 研究 刚体 内 任 一 点 的 运动 ， 也 就 是 归结 为 第 
5 章 里 所 研究 过 的 点 的 运动 学 问题 。 

【 例 6.1】 荡 木 用 两 根 等 长 的 钢 索 平行 吊 起 ， 022 
如 图 6. 6 所 示 。 钢 索 长 为 /， 长 度 单位 为 m。 当 荡 。o 惰 ------------- Ko. 
木 摆动 时 ， 钢 索 的 摆动 规律 为 

9 一 sin F’ 

其 中 /为 时 间 ， 单 位 为 s， 转 角 p 的 单位 为 rad。 试 求 
当 二 0 和 二 2 时， 荡 木 中 点 M 的 速度 和 加 速度 。 ” 0--- 

解 : 由 于 两 根 钢 索 OA HOB 的 长 度 相等 ， e 
并 且 相 互 平行 ， 因 此 荡 木 AB 在 运动 过 程 中 始终 平 ”图 6.6 用 两 根 等 长 钢 索 吊 起 的 荡 木 
行 于 直线 OO: ， 荡 木 作 平 动 。 

为 求 中 点 M 的 速度 和 加 速度 ， 只 需要 求 出 点 A 或 点 B 的 速度 和 加 速度 。 点 A 的 运动 



































轨迹 为 圆 弧 ， 圆 弧 半 径 为 /。 如 以 最 低 点 O 为 起 始点 ， 规 定 弧 坐 标 * 向 右 为 正 ， 则 点 A 的 
运动 方程 为 
5 一 9 一 /msin а (а) 


ҚҰ МС) 


d on 


KROI RER, Жы A 的 速度 


-sr Я 
s= 4 lœ cos at (b) 


将 式 (b) 对 时 间 4 求 一 阶 导数 ,或 者 将 式 (a) 对 时 间 求 二 阶 导数 ， 得 点 A 的 切 向 加 速度 
Фо 


= 


туы 
а-а ай 16/9 sin ru (c) 
点 А 的 法 向 加 速度 为 
туз 
mit (Фф) 


M =o HF, 4 A 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 分 别 为 тір,/4. 0 ЖІ я 00/16; 
当 1=2s 时 ,点 A 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 分 别 为 0， 一 xlqgy/16 和 0。 速 度 和 
加 速度 的 单位 分 别 为 m/s 和 m/s。 点 A 的 速度 和 加 速度 即 为 荡 木 中 点 M 的 速度 和 加 
速度 。 


| 6. 2 刚体 绕 定 轴 的 转动 


工程 中 最 常见 的 齿轮 、 机 床 的 主轴 、 电 动机 的 转 拖 等 均 有 一 条 固定 的 轴 ， 物体 绕 此 
固定 的 轴 转 动 。 由 于 两 点 确定 一 条 直线 ， 因 此。 只 要 轴线 上 有 两 点 保持 不 动 ， 则 这 条 轴线 
就 是 固定 不 动 的 。- 转 轴 既 可 能 在 刚体 的 内 部 ， 也 可 能 在 刚体 抽象 扩展 的 外 部 。 刚 体 在 运动 
时 ， 其 上 或 其 扩展 部 分 有 两 点 保持 不 动 ， 则 这 种 运动 称 为 刚体 绕 定 轴 的 转动 ， 简 称 为 刚体 
的 转动 。 通过 这 两 个 固定 点 的 一 条 不 动 的 直线 ， 称 为 刚体 的 转轴 或 轴线 ， 简 称 轴 。 


6.2.1 转动 方程 





为 了 确定 转动 刚体 的 位 置 ， 取 其 转轴 为 = 轴 ， 如 图 6. 7 所 示 。 通 过 轴线 作 一 固定 平面 
P,。， 此 外 ， 通 过 轴线 再 作 一 动 平面 P， 动 平面 了 与 刚体 相 固 结 ， 
随 刚体 一 起 转动 。 两 个 平面 间 的 夹 角 用 о 表示 ， 称 为 刚体 的 转 
Я. 转角 yg 是 一 个 代数 量 , 它 确定 了 刚体 的 位 置 。 当 刚体 转动 
时 ,转角 e 是 时 间 t 的 单 值 连续 函数 ， 即 
ф= 0) (6-3) 
转角 o 的 符号 规定 如 下 : 自 = 轴 正 端 往 负 端 看 ， 从 固定 面 起 按 逆 
时 针 转 向 ，gq 取 正 值 ; 按 顺 时 针 转 向 ，? 取 负 值 。 转 角 e 的 单位 
为 rad。 式 (6 - 3) 称 为 刚体 绕 定 轴 转动 的 运动 方程 。 
描述 物体 在 空间 的 位 置 所 需 独 立 坐标 的 个 数 ， 或 者 当 物 体 
运动 时 能 够 独立 改变 的 几何 参数 的 个 数 ， 称 为 自由 度 。 绕 定 轴 
转动 的 刚体 ， 只 要 用 一 个 广义 坐标 。 即 转角 e. 就 可 以 确定 它 的 
图 6.7 刚体 作 定 轴 转 动 ” 位 置 。 因 此 ， 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ， 具有 一 个 自由 度 。 
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6.2.2 刚体 转动 的 角速度 














刚体 转动 的 快慢 用 角速度 来 度量 。 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ， 其 平均 角速度 为 











当 Ar>0 时 ,平均 角速度 取 极 限 ， 即 得 刚体 转动 的 瞬时 角速度 


T =% (6-4) 


式 (6-4) 表 明 ， 刚 体 的 角速度 等 于 转角 o 对 时 间 е 的 一 阶 导数 。 角 速度 的 单位 为 rad/s. 
角速度 是 代数 量 ， 其 符号 规定 如 下 : 从 轴 的 正 端 往 负 端 看 刚体 逆 时 针 转 动 时 ， 角 速 

度 取 正 值 ， 刚体 顺 时 针 转 动 时 ， 角 速度 取 负 值 。 可 见 ， 角 速度 的 符号 规定 与 转角 的 符号 规 

定 是 一 致 的 。 

工程 机 械 中 的 转动 部 件 或 零件 ， 除 启动 、 变 速 和 制 动 阶段 之 外 ， 一 般 在 匀速 转动 情况 

下 工作 。 机 器 转动 的 快慢 通常 用 每 分 钟 转 数 来 表示 其 单位 为 r/min， 称 为 转速 。 例 如 ， 

车 床 主轴 的 转速 为 12.5—1200r/min, 汽轮机 的 转速 约 为 3000r/min 等 。 

角速度 w 和 转速 n 之 间 的 换算 关系 为 


2лп тп = 
o= 760 一 30 (6-5) 


式 中 ,转速 的 单位 为 r/min; 角速度 久 的 单位 为 ,rad/S。 在 粗略 的 近似 计算 中 ， 可 取 xs 
3. ЖІП о2=0. In. 








w= та = lims? 

















6.2.3 刚体 转动 的 角 加 速度 


角速度 变化 的 快慢 用 角 加 速度 a 来 度量 。 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ， 其 平均 角 加 速度 为 
一 一 Auw 
ам 
当 Ar—>0 时 ,平均 角 加 速度 取 极限 ， 即 得 刚体 转动 的 瞬时 角 加 速度 


а- lima = = Іше. wde 


式 (6- 6) 表明 ,刚体 的 角 加 速度 等 于 角速度 对 时 间 t 的 一 阶 导数 ， 或 者 等 于 转角 о 对 时 
Ін: 的 二 阶 导 数 。 角 加 速度 的 单位 为 rad/s 。 

角 加 速度 也 是 代数 量 。 若 角速度 o 和 角 加 速度 同 号 ， 则 刚体 转动 为 加 速 转动 ， 若 角 
速度 o 和 角 加 速度 a 异 号 ， 则 刚体 转动 为 减速 转动 。 








(6-6) 














6.2.4 刚体 作 匀速 转动 和 匀 变 速 转动 的 情形 


1. 匀速 转动 
若 刚 体 的 角速度 不 变 ， 即 wo 一 常量 ， 这 种 转动 称 为 匀速 转动 。 对 式 (6 - 4) 变 量 分 离 ， 
然后 积分 ， 并 设 :一 0 时 的 转角 为 mw ， 可 得 








NS 区) 


Жаа 


从 而 


| “dp = Гоа 


=p Hwt (6-79 
如 前 所 述 ， 机 器 中 的 转动 部 件 或 构件 ， 《地 部 在 久 束 转动 情况 下 工作 
2. ЭТЖ) 
若 刚体 的 角 加 速度 不 变 ， 即 < 王 常量， 这 种 转动 称 为 匀 变 速 转动 。 对 式 (6 - 6) 变 量 分 
离 ， 而 后 积分 ， 并 设 :一 0 时 的 角速度 为 ww ， 即 
Га = [Га 


шта» 十 ot (6-8) 


从 而 


根据 式 (6 -4)， 式 (6 - 8) 可 改写 为 
S= =a 


对 上 式 进 行 变量 分 离 ， 然 后 积分 ， 并 设 :二 0 时 的 转角 为 p,， 可 得 
fase qaq 


从 而 

ете ар (6-9) 
联 立 式 (6 - 8) 和 式 (6 - 9， 消 去 时 间 上， 可 得 

w =а абр) (6-10) 


由 此 可 知 ， 对 于 和 匀 变 速 转动 ， 只 要 已 知 刚体 转动 的 初始 转角 qu、 初始 角速度 o, 以 及 角 加 
速度 a， 就 可 根据 式 (6 - 10) 直 接 求 出 转角 为 g 时， 刚体 转动 的 角速度 w。 

上 述 公式 表明 ， 勾 变 速 转动 时 ,刚体 的 转角 pg、 角速度 o 和 角 加 速度 a 与 时 间 1 的 关 
系 ， 和 点 在 匀 变 速 运 动 中 的 弧 坐 标 s、 速 度 v 及 切 向 加 速度 a, 与 时 间 е 的 关系 相似 。 





| 6.3 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 


工程 中 常 需要 知道 刚体 的 转动 和 刚体 上 一 点 的 运动 关系 ， 即 需要 知道 刚体 整体 的 运动 
和 刚体 内 一 点 的 运动 关系 。 例如， 齿轮 的 转速 和 齿轮 圆周 上 一 点 的 速度 之 间 的 关系 、 齿 轮 
的 角 加 速度 和 齿轮 圆周 上 一 点 的 切 向 加 速度 之 间 的 关系 等 ， 下 面 来 讨论 这 些 问 题 。 

当 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 ， 刚 体内 任意 一 点 均 作 圆周 运动 ， 圆 心 在 轴线 上 ， 圆 周 所 在 的 平 
面 与 轴线 垂直 ， 圆 周 的 半径 R 等 于 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 。 根 据 此 种 情况 ， 宣 采用 自然 轴 
系 法 研究 转动 刚体 内 各 点 的 运动 。 





























=m 




















6.3.1 刚体 内 一 点 的 运动 方程 

















设 刚体 由 定 平面 P, 绕 定 轴 O 转 动 任 一 角度 p， 达 到 平面 了 所 在 位 置 ， 其 上 任 一 点 O 
(08077 
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运动 至 点 M， 如 图 6. 8 所 示 。 以 固定 点 O 为 弧 
坐标 * 的 原点 ， 转 角 o 的 正 向 与 弧 坐 标 * 的 正 
向 一 致 ， 根 据 几 何 关系 ， 有 

s=Rọ (6-11) 
式 中 , RASM 至 转轴 O 的 距离 。 式 (6 - 11) 
即 为 用 自然 法 表示 的 M 点 的 运动 方程 。 转 角 o 
和 弧 坐 标 ; 均 为 时 间 t 的 单 值 连续 函数 ， 即 

ф= Р). s=gÐ=Rf) 











图 6.8 刚体 内 一 点 的 运动 


6.3.2 刚体 内 一 点 的 速度 


将 式 (6- 11) 对 时 间 : 取 一 阶 导数 ,得 


ds R de 
dt 4 
因为 
S=, =o 
所 以 ， 上 式 可 写 为 
v=Rw (6-12) 


式 (6 - 12) 表 明 ， 转 动 刚体 内 任 二 点 的 速度 的 大 小 ,等 于 刚体 的 角速度 与 该 点 到 轴线 的 垂 
直 距离 的 乘积 ， 其 方向 沿 着 癌 周 的 切线 且 指 向 转动 的 一 方 

对 于 如 图 6.7 所 示 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ;用 一 双 直 于 铀 线 的 平面 模 截 该 刚体 ， 得 到 一 个 
截面 。 根 据 卜 述 结 论 ， 在 该 截面 上 的 任 一 танаар, 各 点 的 速度 按 线性 规律 分 
布 ， 如 图 6. 9( 可 所 示 。 将 速度 矢 的 端点 连 成 一 条 直线 ， 此 直线 必 经 过 轴 心 。 在 该 截面 上 ， 
不 在 一 条 直线 上 的 各 点 的 速度 方向 ， 如 图 6. 9(b) 所 示 。 











6.9 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 的 速度 


6.3.3 刚体 内 一 点 的 加 速度 











现 求 刚体 内 一 点 M 的 加 速度 。 因 为 点 M 作 圆周 运动 ， 所 以 应 分 别 求 点 M 的 切 向 加 速 
Жа, 和 法 向 加 速度 as。 根据 式 (5- 30)， 并 考虑 式 (6- 11)， 有 





NS 区) 


Жаа 





-ts Фе 
а= Ra 
根据 式 (6 -6)， 上 式 化 为 
ca 一 Ra (6-13) 


式 (6- 13) 表 明 ， 转 动 刚 体内 任 一 点 的 切 向 加 速度 (又 称 转动 加 速度 ) 的 大 小 ， 等 于 刚体 的 
角 加 速度 与 该 点 到 轴线 垂直 距离 的 乘积 ， 其 方向 由 角 加 速度 的 方向 确定 。 当 a 为 正 值 时 ， 
а, 沿 圆周 的 切线 ， 指 向 转角 o AEH; M a 为 负 值 时 ，a 指向 转角 ç 的 反方 向 。 

根据 式 (5 - 32) ， 并 考虑 式 (6 - 12) ， 可 得 法 向 加 速度 矢 a, 的 大 小 为 
1 (Қау 
p p 
式 中 , o 表示 曲率 半径 。 对 于 圆 ， 有 p 二 R， 从 而 

an 一 Row2 (6 - 14b) 

式 (6 - 14) 表 明 ， 转 动 刚 体内 任 一 点 的 法 向 加 速度 (又 称 向 心 加 速度 ) 的 大 小 ， 等 于 刚体 角 
速度 的 平方 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 乘积 ， 其 方向 与 速度 垂直 并 指向 轴线 。 

若 角 速度 o 与 角 加 速度 同 号 ， 则 角速度 w 的 绝对 值 增加 ， 刚 体 作 加 速 转 动 ， 此 时 点 
的 切 向 加 速度 矢 a, 与 速度 和 撩 wv 的 指向 相同 ; 落 角 速度 w 与 角 加 速度 c 异 号 ， 则 角速度 w 的 
绝对 值 减 小 ,刚体 作 减 速 转动 ， 此 时 点 的 切 向 加 速度 a, 与 速度 和 撩 wv 的 方向 相反 。 这 两 种 情 
况 分 别 如 图 6. 10(a) 和 图 6. 10(b) 所 示 。 




















(6-14a) 


a = 











图 6.10 刚体 作 加 速 转动 和 作 减 速 转动 
点 M 的 全 加 速度 矢 a 的 大 小 为 

















a=/a +a =/ Ка? +R w =RVa’ +o! (6-15) 
全 加 速度 矢 a 的 方向 可 由 a 与 半径 MO 的 夹 角 9 确定 ,根据 图 6. 10 中 的 几何 关系 ， 可 得 


a R. 
0 一 arctan =a arctan ` arctan S (6-16) 
n w 


Rw 

在 每 一 瞬时 ， 刚 体 的 加 速度 o 和 角 加 速度 a 都 是 一 个 确定 的 值 。 因 而 ， 由 式 (6 - 12) 
和 式 (6- 15) 可 知 ， 在 每 一 瞬时 ， 转 动 刚体 内 所 有 各 点 的 速度 和 全 加 速度 的 大 小 ， 分 别 与 
这 些 点 到 轴线 的 垂直 距离 成 正比 ; 由 式 (6 - 16) 可 知 ， 在 每 一 瞬时 ， 刚 体内 所 有 各 点 的 全 
加 速度 矢 a 与 半径 间 的 夹 角 0 都 有 相同 的 值 。 

对 于 如 图 6.7 所 示 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ， 用 一 垂直 于 轴线 的 平面 横 截 该 刚体 ， 得 到 一 个 
截面 。 根 据 上 述 结论 ， 在 该 截面 上 的 任 一 条 通过 轴 心 的 直线 上 ， 各 点 的 全 加 速度 按 线性 规 
律 分 布 ， 如 图 6. 11(a) 所 示 。 将 全 加 速度 和 撩 的 端点 连 成 一 条 直线 ， 此 直线 必 经 过 轴 心 。 在 


(90007 
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该 截面 上 ， 不 在 一 条 直线 上 的 各 点 的 全 加 速度 方向 ， 如 图 6. 11(b) 所 示 。 

















图 6.11 绕 定 轴 转 动 刚体 内 各 点 的 加 速度 


【 例 6. 2】 如 图 6. 12 所 示 滚 子 传送 带 ， 已 
知 深 子 的 直径 а = 200mm， 转 速 n= 50r/min。 A 
атта СЕС === 
加 速度 ; (2) 深 子 上 与 钢板 接触 点 A 的 加 
速度 。 8610 жне 
解 : (1) 由 于 深 子 作 定 轴 转动 ， 钢 板 在 深 子 上 作 无 滑动 的 直线 运动 ， 因 此 ， 深 子 与 钢 
板 接触 点 A 的 速度 即 为 钢板 的 速度 ,… 深 子 与 钢板 接触 点 A 的 切 向 加 速度 即 为 钢板 的 加 
根据 式 (6 - 5)， 滚 子 的 角速度 为 


-2an 2к 50, 5); 04/5) 


260 60 
滚 子 作 匀速 转动 , -其 角 加 速度 为 a 二 0。 由 式 (6 127， 求 得 钢板 的 速度 为 
о=Ко= 4—02 5, 24--0. 524(m/s) 


由 式 (6 = 13), 得 钢板 的 加 速度 为 

ала, = Ка=0 
由 上 面 的 计算 可 知 ， 当 滚轮 匀速 转动 时 ， 钢 板 作 匀速 直线 运动 。 
(2) 根据 刚体 绕 定 轴 转 动 的 运动 规律 ， 深 子 上 与 钢板 接触 点 A 的 加 速度 a 由 切 向 加 速 
Жа, 和 法 向 加 速度 a, 组成， 上面 已 求 得 切 向 加 速度 a, 的 大 小 为 零 。 由 式 (6 - 14)， 法 向 
加 速度 a, 的 大 小 为 






































а, = Ro 





4-92, (22X30) 一 2 7420m/s) 


2 
а 2006 – 15) 15006 – 16) 可 知 ， 滚 子 与 钢板 接触 点 A 的 加 


NU 速度 a 的 大 小 即 为 av 的 大 小 ,加 速度 a 的 方向 垂直 于 接触 点 
PONN, A 的 速度 矢量 6 并 指向 负心 。 
yh 


【 例 6.3】 如 图 6.13 所 示 绕 定 轴 O 转动 的 飞轮 ， 其 轮 缘 
上 任 一 点 的 全 加 速度 a 在 某 段 运动 过 程 中 与 飞轮 半径 的 夹 角 恒 
为 60"。 当 运动 开始 时 ， 其 转角 wm 为 零 ， 角 速度 为 wos WR: 
(1) 飞 轮 的 转动 方程 ; (2) 角 速度 与 转角 之 间 的 关系 。 
图 6.13 жейтін Ж. (1) 设 飞 轮 的 半径 为 尺 ， 转 动 的 角速度 和 角 加 速度 分 


М4 




















l 
Bin 











别 为 w 和 we。 由 式 (6- 13) 和 式 (6- 14) ， 得 飞轮 轮 缘 上 一 点 的 切 向 加 速度 a 和 法 向 加 速度 











a, 的 大 小 分 别 为 





a,=Ra, a,—=Ro° 
根据 图 6.13 所 示 几 何 关系 ， 有 
6-4. =—tan60° =/3 
联系 式 (6 - 6)， 式 (b) 可 转化 为 
do 2 
а Зо 


对 上 式 进 行 变量 分 离 ， 积 分 可 得 
Г 14 = f V3dt 
从 而 ， 飞 轮 的 角速度 方程 为 




















ТЫМ 
联系 式 (6 -4)， 式 (c) 可 转化 为 
doà wo 
dA r—/3est 
对 上 式 进 行 变量 分 离 ， 积 分 可 得 
上 | 7 
从 而 ， 飞 轮 的 转动 方程 为 
-B I 
9-3 1—V3wt 
(2) 由 式 (G) 可 得 
”-. 1 
wo 1 一 V3uwot 
将 上 式 代 入 式 (d)， 有 
131 w 
Ф370 
从 而 ， 角 速度 与 转角 之 间 的 关系 为 
w= 
上 述 角速度 与 转角 之 间 的 关系 也 可 直接 由 积分 导出 ， 
—dw_ dwdg_ 24 


а ded “а 
代入 式 (b)， 可 得 
< ld 


w w P 


对 上 式 进行 变量 分 离 ， 积 分 可 得 
Fe = 88 


BY 


具体 分 析 如 下 。 因 





为 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(е) 
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从 而 ， 可 得 角速度 与 转角 之 间 的 关系 为 
w= (D 


由 此 可 见 ， 利 用 直接 积分 法 得 到 的 结果 与 式 (e) 完 全 相同 。 


| 6.4 轮 系 的 传动 比 














在 工程 实际 中 ， 不 同 机 器 的 工作 转速 一 般 是 不 一 样 的 ， 但 是 ， 一 般 电动 机 的 转速 是 一 
定 的 。 为 了 符合 工作 转速 的 要 求 ， 就 需要 在 原 动 机 和 工作 机 之 间 设 计 变速 装置 。 通 常 利 
儿 个 转动 刚体 的 传动 来 改变 机 械 的 转速 。 最 常见 的 有 摩擦 轮 系 、 齿 轮 系 及 皮带 轮 等 。 




















6.4.1 齿轮 传动 


机 械 中 常 使 用 齿轮 作为 传动 部 件 。 例 如 ， 机 床 中 的 变速 箱 和 汽车 中 的 变速 箱 ， 它 们 通 
过 齿轮 之 间 的 不 同 唉 合 来 达到 变速 的 目的 。 又 如 ， 视 械 式 钟表 中 的 传动 装置 ， 就 是 通过 齿 
轮 之 间 的 唉 合 来 实现 时 针 、 分 针 和 秒针 的 精确 运动 。 

现 以 一 对 哮 合 的 圆柱 齿轮 为 例 ， 推 导 涯 轮 传动 的 有 关公 式 。 圆 柱 齿轮 的 传动 可 划分 为 
外 吵 合 齿轮 传动 和 内 路 合 齿 轮 传动 两 种 情况 ,分 别 如 图 6214(a) 和 图 6. 14(b) 所 示 。 





6.14 外 哮 合 与 内 财 合 圆柱 齿轮 传动 


设 两 个 齿轮 各 绕 固定 轴 O, 和 O, 转动 。 已 知 两 齿轮 路 合 圆 半径 分 别 为 尺 和 Rs; АЖ 
分 别 为 xz ЖІ»; 角速度 分 别 为 ww Жау: 角 加 速度 分 别 为 mw 和 a。 两 齿轮 咕 合 圆 的 接触 
点 为 M 和 Ms: ， 因 为 两 齿轮 之 间 无 相对 滑动 ， 所 以 

ал ==, аһ аһ (6-17) 
且 速 度 和 切 向 加 速度 的 方向 也 相同 ， 如 图 6.14 所 示 。 因 为 
а= Ri, w=Rw, at 一 Ra ， ax 一 Ru 


所 以 根据 上 面 的 式 子 ， 可 得 























Rian = Кар. Куа =Кзаг 
或 者 改写 为 


wn 


Жаа 


因为 齿轮 在 路 合 圆 上 的 齿 距 相等 ， 它 们 的 齿 数 与 半径 成 正比 例 关 系 ， 所 以 上 式 也 可 写 为 


ш.а. Кә. = (6-18) 


а а: К, zı 

HERTAN, Ae FRES P AAE A ТЕЙ Ян 8 2 AEA RUR E. ҚАНАТ AS 
合 圆 半径 成 反比 。 

设 轮 工 是 主动 轮 ， 轮 下 是 从 动 轮 。 在 机 械 工 程 中 ,通常 把 主动 轮 和 从 动 轮 的 两 个 角 速 
度 的 比值 定义 为 传动 比 ， 用 符号 表示 为 





i =w / аҙ 


将 式 (6- 18) 代 入 上 式 ， 得 传动 比 的 计算 公式 





i= = 
ü= Ву a (6-19) 


式 (6- 19) 定 义 的 传动 比 是 两 个 角速度 或 角 加 速度 大 小 的 比值 ， 与 转动 方向 无 关 。 因 此 ， 
该 式 不 仅 适用 于 圆柱 齿轮 传动 ， 也 适用 于 传动 轴 成 任意 角度 的 圆锥 齿轮 传动 、 摩 擦 轮 传 

有 了 时， 为 了 区 分 轮 系 中 各 轮 的 转动 方向 ;对 各 轮 规定 统一 的 转动 正 向 ， 此 时 各 轮 的 角 
速度 或 角 加 速度 可 取代 数值 ， 从 而 传动 比 也 取代 数值 ， 即 





= (6-20) 


式 中 ， 正 号 表示 主动 轮 与 从 动 轮转 向 相同 ， 如 图 6-14 Са) АНА 2 ЇН Р ер; 负 号 
表示 主动 轮 与 从 动 轮转 向 相反 ， 如 图 6 - 14(b) 所 示 两 具 轮 之 间 的 外 哨 合 。 





6.4.2 皮带 轮 传动 











距离 传递 运动 或 动力 方面 却 存在 不 足 。 对 于 两 轴 中 心 距 较 远 的 情况 ， 宜 采用 皮带 轮 传动 装 
置 , 或 者 链条 传动 ， 来 达到 传递 运动 和 动力 的 目的 。 例 如 ， 在 机 床 中 ,电动 机 通过 皮带 使 
变速 箱 的 轴 转 动 。 又 如 ， 自 行车 通过 链条 驱动 后 轮转 动 ， 使 得 自行 车 向 前 行走 。 

如 图 6.15 所 示 的 皮带 轮 装 置 中 ， 主 动 轮 和 从 动 轮 的 半径 分 别 为 гі 和 ғу. ЕЛЕУЛІ 
Жол 和 ws。 若 不 考虑 皮带 的 厚度 ， 并 假定 皮带 与 皮带 轮 之 间 没 有 相对 滑动 ， 则 应 用 绕 定 
轴 转 动 的 刚体 上 各 点 速度 的 公式 ， 可 得 























riw rw 











6.15 皮带 轮 传 动 示意 图 
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于 是 皮带 轮 的 传动 比 公式 为 





=h (6-21) 


аз т 
上 式 表明 ， 两 皮带 轮 的 角速度 与 它们 的 半径 成 反比 例 关系 。 
【 例 6.4】 图 6. 16 所 示 为 一 带 式 输送 机 。 已 知 : 主动 轮 工 的 转速 三 1200r/min， 具 
数 > 二 24; 齿轮 于 和 共用 链条 传动 ， 齿 数 各 为 z515, z545; 轮 V 的 直径 D=460mm, 
欲 使 输送 带 的 速度 约 为 v=2. 4m/s， 试 求 轮 卫 应 有 的 齿 数 =: 。 

















图 6. 16” 带 式 输送 机 传动 


解 : 由 图 示 传 动 关系 有 








moz m E 
т а” h 2 
由 此 可 得 
ПП. 292% 成 РЕ 21 23 (а) 





3 n 24 
因为 传送 带 的 速度 和 轮 V 轮 缘 上 点 的 速度 大 小 相等 ， 而 轮 V 0946383336 N 的 转速 ， 
В по =. E w Sws MA 


或 
= 600 (b) 


将 式 (b) 代 入 式 (a), 得 
_ _muuza xD _ 1200X24X15 , 3. 14X0.46 
a= 600 45 вох 2659 


ІҢ ІН е А ОРУ iF 82. ТРАН ЗАЕС e W 691838 x, 二 96。 此 时 ,输送 带 的 速 
度 为 2.41m/s， 满足 输送 带 速度 约 为 2. 4m/s 的 要 求 。 














| 6.5 角速度 和 角 加 速 角 、 速 度 和 加 速度 的 表示 





前 几 节 所 述 的 转动 刚体 ， 其 角速度 和 角 加 速度 以 及 转动 刚体 上 任 一 点 的 速度 和 加 速度 
ш> 46 


Ж-а 


的 表达 式 均 为 标量 表达 式 ， 即 只 能 表明 这 些 运 动量 的 大 小 ， 而 不 能 表明 它们 的 方向 。 要 得 
出 既 能 表明 其 大 小 ， 又 能 表明 其 方向 的 表达 式 ， 则 需要 应 用 矢量 关系 来 表示 。 











6.5.1 以 矢量 表示 角速度 和 角 加 速度 


绕 定 轴 转 动 刚体 的 角速度 o 可 以 用 矢量 来 表示 。 角 速度 矢 o 的 大 小 等 于 角速度 的 绝 
对 值 ， 即 








de 
dt 


MEER o 沿 轴线 ， 它 的 指向 表示 刚体 转动 的 方向 ， 若 从 角速度 矢 
的 未 端 往 始 端 看 ， 则 看 到 刚体 作 道 时 针 转 商 的 转动 ， 如 图 6. 17 所 
R. MERER o 的 方向 也 可 用 右手 螺旋 法 则 来 判定 ， 即 让 右手 四 指 
沿 刚体 转动 的 方向 ， 则 大 拇指 所 指 的 方向 就 是 角速度 矢 o 的 方向 。 
至 于 角速度 矢 o 的 起 点 ， 可 在 轴线 上 任意 选取 ， 因 此 ， 角 速度 矢 o 
是 滑 移 矢量 。 
若 取 转轴 为 > 轴 蕊 则 其 正 向 可 用 单位 矢量 K 的 方向 来 表示 ， 如 
лы? 图 6.18 所 示 。 于 是 刚体 绕 定 轴 转 动 的 角速度 矢 可 表示 为 
© а (6-23) 
图 6.17 ABER op 好 是 角速度 的 代数 值 ， 其 天 小 可 由 式 (6 - OME. 








Іші-і»ші- (6-22) 








6.18 以 单位 矢量 表示 角速度 矢 











同 理 ， 刚 体 绕 定 轴 转 动 的 角 加 速度 也 可 用 一 个 沿 轴线 的 滑 移 矢量 表示 ， 即 





а-ак (6-24) 
式 中 ,a 是 角 加 速度 的 代数 值 ， 其 大 小 可 由 式 (6 - 6) 确定 。 于 是 有 
«== uk) 
或 
a=% (6-25) 


(077 
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式 (6- 25) 表 明 ， 角 加 速度 矢 a 为 角速度 和 撩 w 对 时 间 г 的 一 阶 导数 。 
6.5.2 以 矢 积 表示 点 的 速度 和 加 速度 


根据 上 述 角 速度 和 和 角 加 速度 的 矢量 表示 方法 ,刚体 内 任意 一 点 的 速度 和 加 速度 可 以 通 
过 矢 积 来 表示 。 首 先 研究 速度 的 矢 积 表示 。 








设 M 为 定 轴 转 动 刚体 上 的 任意 一 点 ， 其 速度 为 w。 在 转轴 上 任 选 一 点 O 为 原点 ， 作 矢 
Eo, H M 的 矢 径 以 r 表示 ， 如 图 6. 19(a) 所 示 。 那 么 ， 点 M 的 速度 可 表示 为 
v=@xr (6-26) 


下 面 证 明 式 (6 – 26)。 根 据 矢 积 的 定义 可 知 ，w Xr 仍 为 一 个 矢量 ， 其 大 小 为 
loxr|=|o| + |r|sing=|w| + К || 
式 中 , ОЖК К о 与 矢 径 r 之 间 的 夹 角 。 这 样 就 证 明了 矢 积 wXr 的 大 小 等 于 速度 矢 
о 的 大 小 。 

RER w Xr 的 方向 垂直 于 角速度 矢 o 与 撩 径 w 所 构成 的 平面 ， 即 三 角形 OMO, 平面 ， 
如 图 6. 19(a) 所 示 。 从 速度 矢 v 的 末端 往 始 端 看 ， 可 见 角速度 矢 a 按 逆 时 针 方向 转 过 角 0 
而 与 矢 径 > 重合 ， 因 此 矢 积 w Xr 的 方向 也 与 点 M 的 速度 和 撩 wv 方向 相同 。 则 式 (6 - 26) 
得 证 。 

由 式 6- 26 可 知 ， 绕 定 轴 转 动 的 刚体 ， 其 上 任意 一 点 的 速度 矢 等 于 刚体 的 角速度 矢 与 
该 点 矢 径 的 矢 积 。 

















再 来 研究 刚体 内 任意 一 点 的 加 速度 的 矢 积 表示 。 点 的 加 速度 矢 可 表示 为 
2.4 
4“ 
将 速度 的 矢 积 式 (6 - 26) 代 入 上 式 ， 可 得 
a Loxn Зо р-а 
因为 
жө 2 dr_ 
а“ ar Y 
所 以 


a=aXr+ oX o (6-27) 
式 (6-27) 即 为 刚体 内 任意 一 点 的 加 速度 的 矢 积 表示 。 下 面 对 式 (6 - 27) 右 端 第 一 项 和 第 二 
项 分 别 进行 讨论 ， 考 察 这 些 项 的 物理 意义 。 式 中 右 端 第 一 项 的 大 小 为 
laxr|=|a| • |r|sin2= a| R 
正好 等 于 点 M 的 切 向 加 速度 的 大 小 。aXr 的 方向 垂直 于 a Mr 所 构成 的 平面 ， 如 图 6. 19 
(b) 所 示 ， 正 好 与 点 M 的 切 向 加 速度 方向 相同 ， 因 此 ， 矢 积 aXr 等 于 切 向 加 速度 a,， 即 









































а-ахғ (6-28) 
同 理 可 证 ， 式 (6 - 27) 右 端 第 二 项 等 于 点 M 的 法 向 加 速度 ， 即 
a, =0X v 6-29) 


М4 


Жаа 











(а) (b) 
图 6. 19 以 矢 积 表示 点 的 速度 和 加 速度 
由 式 (6-27)、 式 (6- 28) 和 式 (6- 29) 可知 ,转动 刚体 内 的 任意 一 点 的 加 速度 等 于 切 向 加 
速度 和 法 向 加 速度 的 矢量 和 ， 且 切 向 加 速度 等 于 刚体 的 角 加 速度 矢 与 该 点 矢 径 的 矢 积 ， 法 
向 加 速度 等 于 刚体 的 角速度 矢 与 该 点 的 速度 关 的 矢 积 。 

【 例 6.5] 刚体 绕 定 轴 转 动 , 已 知 转轴 通过 坐标 原点 .O， 角速度 矢 为 wo 一 5sin F i+ 
V3K) 。 试 求 :一 1s 时 ， 刚 体 王 点 M(0，2，3) 的 速度 矢 。 切 向 加 速度 矢 、 法 向 加 速度 矢 以 
及 加 速度 矢 。 

解 : 根据 点 M 的 坐标 ， 点 M 矢 径 可 表示 为 

r=2j-+3k 





34 t=1s i АУ 
ә-5(і--/Зю 
由 式 (6 - 26)， 可 得 点 M 的 速度 矢 为 


ij k 
0 一 OXr 一 |5 0 5/3|--10У3і-15/--10К 
02 3 








因为 g 一 生 ， 刚 体 的 角 加 速度 矢 为 


a= Ecos E Gi /Sk) 
当 /二 1s 时 ， 角 加 速度 和 撩 g 一 0。 由 式 (6- 27)、 式 (6- 28) 15006 – 29)， 可 得 点 M 的 加 速 
ШАУ 




















і і к 
а-а +a, =4Xr+oX v=0X v 5 0 5/3 |=75 /31—2007—75к 
一 10V3 —15 10 
此 可 见 ， 当 :一 1s 时 , 点 М 的 切 向 加 速度 和 撩 a, 王 0， 加 速度 矢 等 于 法 向 加 速度 矢 ， 
ШІ а--а,--75/3і-200)-75К, 


s 
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本 章 小 结 








1. 刚体 运动 的 最 简单 形式 为 平行 移动 和 绕 定 轴 转 动 。 
2. 刚体 平行 移动 
(1) 刚体 内 任意 一 条 直线 段 在 运动 过 程 中 ， 始 终 与 其 最 初 位 置 平行 ， 此 种 运动 称 
为 刚体 的 平行 移动 。 
(2) 刚体 作 平 动 时 ， 刚 体内 各 点 的 轨迹 形状 完全 相同 ， 各 点 的 轨迹 可 能 是 直线 ， 
也 可 能 是 曲线 ， 分 别称 为 直线 平 动 和 曲线 平 动 。 
(3) 刚体 作 平 动 时 ， 同 一 皮 时 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 大 小 和 方向 均 相 同 ， 因 
此 研究 刚体 的 平 动 ， 可 以 归结 为 研究 刚体 内 任 一 点 的 运动 。 
3. 刚体 绕 定 轴 转 动 
(1) 刚体 运动 时 ， 其 中 有 两 点 保持 不 动 ， 此 种 运动 称 为 刚体 绕 定 轴 转 动 ， 保 持 不 
动 的 两 点 的 连 线 称 为 刚体 的 转轴 。 
(2) 刚体 的 转动 方程 pg 二 (1) 表 示 刚 体 的 位 置 随时 间 的 变化 规律 ， 当 物体 运动 时 能 
够 独立 改变 的 几何 参数 的 个 数 称 为 自由 疲 ， 绕 定 轴 转 动 的 刚体 有 一 个 自由 度 。 
(3) 角速度 表示 刚体 转动 的 快慢 程度 和 转动 方向 ;0 是 代数 量 ， 且 
oo 
(4) 角 加 速度 w 表示 速度 对 时 间 的 变化 率 ，a& 也 是 代数 量 ， 且 
a= e= @ 
3 о Ба 同 号 时 ， 刚 体 作 加 速 转动 ; 当 w 与 a 异 号 时 ， 刚 体 作 减 速 转动 。 
(5) 绕 定 轴 转 动 刚体 内 任意 一 点 的 速度 和 加 速度 表达 式 分 别 为 
v=Rw, a=Ra, wm 一 Row? 


(6) 绕 定 轴 转动 轮 系 的 传动 比 


s = h G. 
ег 
аз 


а Кә 

а 1 

(7) 角速度 和 角 加 速度 均 可 用 矢量 表示 ， 它 们 的 矢量 表达 式 分 别 为 
ө-оЖ. а-ак 

(8) 可 以 用 失 积 表示 绕 定 轴 转 动 刚体 上 点 的 速度 和 加 速度 ， 即 


v=@Xr. а, =а Хғ. а,-охт 





思 ж 题 








1. 刚体 作曲 线 平 动 和 刚体 绕 定 轴 转 动 有 何 区 别 ? 











Қ С), 


Р ОИ 


2. 本 章 推导 的 所 有 公式 能 否 适用 于 任何 参考 系 ， 为 什么 ? 

3.“ 刚 体 作 平 动 时 ， 各 点 的 轨迹 一 定 是 直线 或 平面 曲线 ; 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 各 点 的 
轨迹 一 定 是 圆 "。 这 种 说 法 正确 吗 ? 为 什么 ? 

4. 已 知 刚体 的 角速度 o 和 角 加 速度 a， 如 图 6. 20(a) 和 图 6. 20(b) 所 示 ， 试 画 出 点 A 
和 点 M 的 速度 、 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 的 方向 。 

















图 6.20 第 4 题 图 

5. 刚体 绕 定 轴 转动 ， 如 果 已 知 刚体 土 任意 两 点 的 速度 方向 ， 问 能 否 确定 转轴 的 位 置 ? 

6. 在 每 一 瞬时 ， 定 轴 转 动 刚 体 上 哪些 点 的 加 速度 大 小 相等 ?哪些 点 的 加 速度 方向 相 
ІНІ? 哪些 点 的 加 速度 大 小 和 方向 均 相同 ? 

7.“ 刚 体 绕 定 轴 转 动 时 “ 阁 角 加 速度 为 正 ， 则 刚体 作 加 速 转动 ， 若 角 加 速度 为 负 ， 则 
刚体 作 减 速 转动 "。 这 种 说 法 正确 吗 ? 为 什么 ? 

8. 鼓 轮 如 图 6. 21 所 示 ,- 试 计算 鼓 轮 的 角速度 。 计 算 如 下 : 因 
为 tang R’ 所 以 d 9 (arctan Ж Jis 这 种 计算 方法 对 否 ? 为 
什么 ? 

9. 刚体 绕 定 轴 转动 ， 其 上 某 点 M 到 转轴 的 距离 为 R。 为 求 出 
刚体 上 任意 点 在 某 一 瞬时 的 速度 和 加 速度 大 小 ， 只 需 知道 点 M 的 
图 6.21 鼓 轮 与 悬挂 物 速度 和 全 加 速度 就 可 以 了 。 对 吗 ? 为 什么 ? 























习 题 

















1. 如 图 6. 22 所 示 曲 枉 滑 杆 机 构 中 ， 滑 杆 上 有 一 圆 弧 形 滑 道 ， 其 半径 R= 100mm， 
心 O, 在 导 杆 BC 上。 曲柄 OA 王 100mm， 且 以 均 角 速度 wo 一 4rad/s 绕 O 轴 转 动 。 试 求 导 杆 
BC 的 运动 规律 以 及 当 曲 枉 与 水 平 线 间 的 夹 角 p= 二 30° 时 ， 导 杆 BC 的 速度 和 加 速度 。 

2. 揉 荣 机 的 揉 桶 由 3 个 曲柄 支撑 ， 曲 枉 的 支 座 A. B. C 与 支 轴 a、b、c 都 恰好 成 等 
边 三 角形 ， 如 图 6.23 所 示 。3 个 曲柄 长 度 相等 ， 均 为 /一 150mm， 并 以 相同 的 转速 n= 
45r/min 绕 其 支 座 在 图 平面 内 转动 。 试 求 揉 桶 中 心 点 O 的 速度 和 加 速度 。 

З, 矿井 提升 机 的 饶 笼 如 图 6. 24 所 示 ， 已 知 负 笼 按 匀 变 速 直线 运动 规律 上 升 ， 运 动 方 
BH == Ta. Жора, 为 常数 。 试 求 卷 简 的 角速度 和 角 加 速度 。 


(0077 










































































68 刚体 的 简单 运动 














4. 搅拌 机 构 如 图 6. 25 所 示 , ЕЛІО.А-О;:В-К. ОО.-АВ. ЖОЛ Ц n 转 
动 。 试 分 析 搅 拌 杆 ABC 上 点 C 的 轨迹 及 点 C 的 速度 和 加 速度 。 











图 6.24 ЮНЫ 图 6.25 搅拌 机 构 


5. 减速 箱 由 4 个 齿轮 构成 ， 如 图 6.26 所 示 。 齿 轮 卫 和 轩 安 装 在 同一 轴 上 ， 与 轴 一 起 
转动 。 各 齿轮 的 齿 数 分 别 为 z =36. z2=112, z,=32 和 xz, 二 128。 若 主动 轴 工 的 转速 m 二 
1450r/min， 试 求 从 动 轮 的 转速 mm 。 

6. 电动 绞车 由 皮带 轮 工 和 开 以 及 鼓 轮 看 构成 ， 如 图 6.27 所 示 。 鼓 轮 耻 和 皮带 轮 开 刚 
性 连接 且 安 装 在 同一 轴 上 。 各 轮 的 半径 分 别 为 ni 二 300mm、r; 二 750mm 和 ғ; =400mm, 
轮 工 的 转速 为 n 二 100r/min。 设 皮带 轮 与 皮带 之 间 无 滑动 求 重 物 PP 上 升 的 速度 和 皮带 
各 段 上 点 的 加 速度 的 大 小 。 



































图 6. 26 齿轮 减速 箱 图 6.27 电动 绞车 


ҚҰ ыс) 


d an, 


Т. 钟表 内 由 秒针 A 到 分 针 B 的 齿轮 传动 机 构 由 如 图 6.28 所 示 的 4 个 齿轮 构成 。 轮 工 
和 轮值 刚性 连接 且 安 装 在 同一 轴 上 ， 各 齿轮 的 齿 数 分 别 为 za 8, z,=60 和 2-64, WR 
齿轮 焉 的 齿 数 。 

8. 刨床 的 曲柄 摆 杆 机 构 如 图 6.29 所 示 ， 曲 柄 OA 长 ~， 以 匀 角 速度 o 绕 O 轴 转 动 ， 
曲柄 的 A у СЕ Б ГАНЕ, А ГВЕН ОВ 滑动 ，00 一 关 ， 摇 杆 起 始 位 置 与 ОО, 
重合 。 试 求 播 杆 O, A 的 转动 方程 以 及 摇 杆 的 角速度 和 角 加 速度 。 



































图 6.28 种 表 齿 轮 传动 机 构 图 6.29 刨床 曲柄 摆 杆 机 构 

9. ШІН 6. 30 所 示 机 构 ， 假 定 杆 AB 以 匀速 v 运动 ， 开 始 运动 时 pg 二 0。 试 求 当 pg 二 x/4 
时 ， 摇 杆 OC 的 角速度 和 角 加 速度 。 

10. 如 图 6. 31 所 示 ， 摩 擦 传动 的 主动 轴 工 的 转速 m 三 600r/min， 轴 工 的 轮 盘 与 轴 工 
的 轮 盘 接触 ， 接 触 点 按 箭头 A 所 示 的 方向 移动 距离 qd 的 变化 规律 为 4 三 100 一 5t， 其 中 4 
的 单位 为 mm. t 的 单位 为 s。 已 知 ғ-50пип. = 150пт, WR: 

(1) 以 距离 d 表示 轴 开 的 角 加 速度 ; 

(2) а=. 轮 B 边 缘 上 一 点 的 全 加 速度 。 


A 








图 6.30 摇 杆 滑 块 机 构 图 6.31 摩擦 传动 装置 

11. 已 知 蒸汽 涡轮 机 在 发 动 时 ， 其 转 轮 的 转角 与 时 间 的 三 次 方 成 正比 。 当 —3s В. 
转 轮 的 转速 为 n 二 800r/min。 求 转 轮 的 转动 方程 以 及 角速度 和 和 角 加 速度 方程 。 

12. 某 飞 轮 由 静止 开始 转动 ,已 知 轮 的 半径 R= 二 300mm， 轮 缘 上 一 点 M 的 切 向 加 速度 
a,=0.15z m/s:。 试 求 : 


(1) 41=35 BF. д M 的 法 向 加 速度 ; 
(2) 在 :一 4s 至 :一 8s 这 45 钟 时 间 内 ， 飞 轮转 过 的 圈 数 。 
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达到 以 下 目标 。 


的 合成 运动 ， 分 析 运 动 中 某 一 瞬时 点 的 速度 和 加 速度 
































(1) 理解 动 点 、 静 参考 系 、 动 参考 系 、 绝 对 运动 、 相 对 运动 、 它 连 运动 、 科 氏 加 速度 
等 基本 概念 。 
(2) 掌握 点 的 速度 合成 定理 、 牵 连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 合成 定理 以 及 牵连 运动 为 
转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 。 
(3) 熟练 应 用 点 的 速度 合成 定理 和 点 的 加 速度 合成 定理 求解 点 的 运动 问题 。 
教学 要 求 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
点 的 合成 运 (1) 理解 动 点 和 这 连 点 的 基本 eb de A 
点 的 合成 运 2 ЖЕР В 
тәжіне | aa aaa s 2%. 
Р (1) 合理 选取 动 点 、 静 系 和 动 系 o $t Еа 
a p ses ЕЗУ 2 度 的 大 小 和 方向 的 确定 
成 定 њалодал (3) 应 用 过 度 合成 定理 解 题 
(1) 绝对 加 速度 的 合成 与 分 解 
ed ta (2) 科 民 加 速度 概念 与 计算 
合成 定理 (3) 应 用 加 速度 合成 定理 解 题 




















度 的 合成 规律 。 通 
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动 点 ; 牵连 点 ; 静 参 考 系 ; 动 参考 系 ; 绝对 运动 ; 相对 运动 ; 牵连 运动 ; 绝对 速度 ; 
相对 速度 ; 牵连 速度 ; 绝对 加 速度 ; 相对 加 速度 ; 牵连 加 速度 ; 科 氏 加 速度 。 


È 引 例 


运动 具有 相对 性 ， 因 而 ， 既 可 以 在 一 个 固定 的 参考 系 中 来 研究 物体 的 运动 ， 也 可 以 在 
一 个 运动 的 参考 系 中 来 研究 物体 的 运动 。 第 5 一 6 章 研 究 点 或 刚体 相对 于 一 个 固定 的 参考 
系 的 运动 ， 可 称 为 物体 的 简单 运动 。 物 体 相对 于 不 同 参考 系 的 运动 是 不 相同 的 。 研 究 物体 
相对 于 不 同 参考 系 的 运动 ， 分 析 物 体 相对 于 不 同 参考 系 运动 之 间 的 关系 ， 可 称 为 物体 的 复 
杂 和 运动 或 合成 运动 。 本 章 主要 研究 点 的 合成 运动 ， 介 绍 绝对 运动 、 相 对 运动 、 牵 连 运 动 以 
及 科 氏 加 速度 等 基本 概念 ， 重 点 分 析 物 体 运动 过 程 中 某 一 瞬时 点 的 速度 和 加 速度 合成 的 基 
本 规律 ， 以 及 速度 和 加 速度 合成 定理 的 具体 应 用 。 

例如 ， 直 角 曲 杆 OBC 绕 定 轴 〇 转动 ， 使 套 在 其 上 让 的 小 环 M 沿 固定 直 杆 OA 滑动 。 已 
知 : OB=100mm, ОВ 与 BC #8., ЕЛЕНЕ JE a= 0. 5rad/s， 角 加 速度 为 零 。 求 当 转 
А 9 一 60 时， 小 环 M 的 速度 和 加 速度 


|1.1 点 的 合成 运动 的 概念 


在 点 的 运动 学 一 章 中 ， 主 要 研究 动 点 相对 于 一 个 参考 系 的 运动 ， 并 把 参考 系 固 结 于 
地 面 或 机 件 的 支架 上 。 但 是 ,在 工程 和 实际 生活 中 ， 常 常会 遇 到 同时 在 两 个 不 同 的 参考 
系 中 来 描述 物体 的 运动 。 在 不 同 的 参考 系 中 物体 所 表现 出 来 的 运动 是 不 相同 的 。 例 如 ， 
在 下 雨 的 时 候 ， 对 于 地 面 的 观察 者 来 说 ， 雨 滴 作 铅 直 向 下 的 运动 ,但 对 于 坐 在 匀速 行使 
的 汽车 上 面 的 观察 者 来 说 ， 若 不 计 空气 阻力 ， 雨 滴 则 作 斜 向 后 下 方 的 斜 抛 运动 ， 如 图 7. 1 
所 示 。 又 如 ， 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 轮 缘 上 点 М 的 运动 ， 对 于 站 在 地 面 上 的 观察 者 来 说 ， 
点 M 的 轨迹 为 旋 轮 线 ， 而 对 于 坐 在 车 厢 中 的 观察 者 来 说 ， 其 轨迹 则 为 一 个 圆 ， 如 图 7. 2 
所 示 。 





























O 77” 2 Z 


图 7.1 雨滴 的 运动 图 7.2 车轮 轮 缘 上 一 点 的 运动 




















为 什么 会 出 现 这 种 差别 呢 ? 究 其 原因 在 于 观察 者 所 处 的 参考 系 不 同 。 其 实 ， 无 论 观 
(0077 
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察 者 所 处 参考 系 如 何 ， 物 体 的 运动 是 客观 的 ， 与 坐标 系 的 选取 没有 关系 。 因 此 ， 无论 是 
以 地 面 为 参考 系 ， 还 是 以 行驶 的 车 厢 为 参考 系 ， 都 反映 了 雨滴 和 车 轮 轮 缘 上 点 M 的 
运动 。 

通过 观察 发 现 ， 物 体 对 某 一 参考 系 的 运动 可 以 由 儿 个 运动 组 合 而 成 。 例 如 ， 在 上 述 例 
子 中 ,车轮 轮 缘 上 点 M 沿 旋 轮 线 运动 ,但 是 如 果 以 车 厢 为 参考 系 ， 则 点 M 相对 于 车 厢 是 
简单 的 圆周 运动 ， 而 车 厢 相 对 于 地 面 的 运动 是 简单 的 平移 。 这 样 ， 轮 缘 上 一 点 的 运动 就 可 
以 看 成 两 个 简单 运动 的 合成 ， 即 点 M 相对 于 车 厢 作 圆周 运动 ， 同 时 车 厢 相 对 于 地 面 作 平 
移 。 因 此 ， 相 对 于 某 一 参考 系 的 运动 可 由 相对 于 其 他 参考 系 的 几 个 运动 组 合 而 成 ， 称 这 种 
运动 为 合成 运动 。 

研究 点 的 合成 运动 时 ， 必 须 确定 一 点 、 两 系 和 3 种 运动 。 一 点 即 动 点 ， 为 了 研究 的 方 
便 所 考虑 的 点 称 为 动 点 。 两 系 即 静 系 和 动 系 通常， 将 固 结 于 地 球 上 的 坐标 系 称 为 静 参考 
系 ， 简 称 静 系 ， 以 Oxyx 坐标 系 表示 ; 固 结 于 其 他 相对 于 地 球 运动 的 参考 体 上 的 坐标 系 称 
为 动 参考 系 ， 简 称 动 系 ， 以 O z' > > 坐标 系 表 示 。83 种 运动 即 绝对 运动 、 相 对 运动 和 率 连 
运动 : 动 点 相对 于 静 系 的 运动 ， 称 为 绝对 运动 ; 动 点 相对 于 动 系 的 运动 ， 称 为 相对 运动 ， 
动 系 相 对 于 静 系 的 运动 ， 称 为 牵连 运动 。 例 如 ” 图 7. 2 所 示 的 滚动 车 轮 ， 取 轮 缘 上 的 一 点 
M 为 动 点 ， 固 结 于 车 厢 上 的 坐标 系 O z 3 为 动 系 ， 则 在 地 面 上 观察 到 点 M 沿 旋 轮 线 运 动 ， 
这 是 绝对 运动 ; 在 车 厢 上 观察 到 点 MER 
周 运动 ， 这 是 相对 运动 : 车 厢 相 对 于 地 面 
的 平移 是 牵连 运动 。 又 如 ,- 图 7: 3 所 示 的 
桥 式 起 重 机 搬运 重 物 , 假定 大 梁 相对 于 地 
面 静止 ， 当 研究 重 物 在 搬运 过 程 中 的 运动 
时 ,可 取 重 物 为 动 点 ~ 固定 在 行车 上 的 华 
ЖЖ O'x'y' 为 动 系 ， 固 结 在 地 面 上 的 坐标 
Ж Оху 为 静 系 ， 则 重 物 相对 于 地 面 的 运动 
是 绝对 运动 ， 重 物 相对 于 行车 的 运动 是 相 
对 运动 ,行车 相对 于 地 面 的 运动 是 牵连 
运动 。 

应 当 指出 ， 动 点 的 相对 运动 和 绝对 运动 都 是 指 一 个 点 的 运动 ， 它 可 以 是 直线 运动 或 曲 
线 运 动 ， 而 牵连 运动 是 指 动 系 相 对 于 静 系 的 运动 ， 也 就 是 与 动 系 固 结 的 物体 的 运动 ， 因 此 
是 指 一 个 刚体 的 运动 ， 它 可 以 是 平 动 、 转 动 或 者 其 他 复杂 运动 。 

对 应 3 种 运动 ， 动 点 有 3 种 轨迹 、 速 度 和 加 速度 。 动 点 相对 于 静 系 的 轨迹 、 速 度 和 加 
速度 ， 称 为 绝对 轨迹 、 绝 对 速度 和 绝对 加 速度 ， 并 分 别 以 o, 和 a, 表示 绝对 速度 和 绝对 加 
速度 。 动 点 相对 于 动 系 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 ， 称 为 相对 轨迹 、 相 对 速度 和 相对 加 速度 ， 
并 分 别 以 o, Жа, 表示 相对 速度 和 相对 加 速度 。 由 于 动 系 的 运动 是 刚体 的 运动 ， 除 平 动 
外 ， 在 一 般 情况 下 ,刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 均 不 相同 。 在 动 点 的 合成 运动 中 ， 某 一 瞬 
时 直接 牵连 动 点 运动 的 是 该 瞬时 动 点 与 动 系 上 相 重 合 的 一 点 ,该 点 称 为 率 连 点 。 因 此 ， 在 
某 一 瞬时 ， 动 系 上 与 动 点 相 重 合 的 点 ， 即 牵连 点 的 速度 和 加 速度 称 为 动 点 在 该 瞬时 的 牵连 
速度 和 牵连 加 速度 ， 并 分 别 以 v. 和 a. 表示 。 

静 系 和 动 系 是 两 个 不 同 的 坐标 系 ， 可 以 通过 坐标 变换 来 建立 绝对 、 相 对 和 牵连 运动 之 
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图 7.3 桥 式 起 重 机 搬运 重 物 
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间 的 关系 。 以 平面 问题 为 例 ， 设 Ory HER. Oxy 为 动 系 ，M 为 动 点 ， 如 图 7.4 所 示 。 
动 点 M 的 绝对 运动 方程 为 


























z=z(t), у=у() 
动 点 M 的 相对 运动 方程 为 
a'=x' (t), y =y (t) 
ZIR Оту 相对 于 静 系 Ory 的 牵连 运动 方程 可 由 下 述 3 个 方程 完全 描述 ， 即 
ло = zo 00). yo=yo(t), ф-е0) 
P, p HMA x 轴 到 xz' 轴 的 转角 ， 以 逆 时 针 转 向 为 正 。 
根据 几何 关系 ， 动 系 O'x'y' 与 静 系 Ory 之 间 的 坐标 变换 关系 为 
X=xo Hx'cosg y'sing, у= yo Hz'sing | 3 совр (7-1) 
在 点 的 绝对 运动 方程 中 消去 时 间 :， 可 得 点 的 绝对 运动 轨迹 ; 在 点 的 相对 运动 方程 中 
消去 时 间 t， 可 得 点 的 相对 运动 轨迹 。 
【 例 7.1】 点 M 相对 于 动 系 Oz'y 沿 半 径 为 的 圆周 以 速度 o 作 匀 速 圆周 运动 ， 圆 心 
为 O， 动 系 Oz'y 相对 于 静 系 Ory 以 匀 角 速度 w 绕 点 O 作 定 轴 转 动 ， 如 图 7. 5 所 示 。 初 
始 时 Огу 与 Ory 重合 ， 点 M 与 点 O RA, SRAM 的 绝对 运动 方程。 











图 7:4 静 系 与 动 系 之 间 的 关系 





f: 连接 OM， 由 图 7.5 可 见 











因而 点 M 的 相对 运动 方程 为 
x'=00, —O,McosV: "(1 cos =), у О Муту = rsin Е 
率 连 运动 方程 为 




















Xo'=X0=0, yo 三 yo 二 0， 9 一 o 


根据 式 (7- 1)， 可 得 点 M 的 绝对 运动 方程 为 


vt . ut. 
т--ғ(1--соз F )coswt rsin sinot 














y "(1 сов Б trsin H cosut | 
此 题 如 果 利 用 第 5 章 点 的 运动 学 知识 求解 ， 则 难以 直接 求 出 点 M 的 绝对 运动 方程 ， 
而 采用 本 章 的 知识 ， 由 于 点 M 相对 于 动 系 的 运动 方程 易于 写 出 ， 再 应 用 点 的 合成 运动 规 
律 即 可 方便 地 求 出 绝对 运动 方程 。 牵 连 运动 架设 起 了 联系 相对 运动 与 绝对 运动 之 间 的 
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【 例 7.2】 用 车 刀 切 削 工件 的 直径 端面 ， 车 刀 刀 尖 М 
沿 水 平 轴 z 作 往复 运动 ， 如 图 7.6 所 示 。 设 Оту 为 静 系 ， 
刀 尖 的 运动 方程 为 zx 一 psinwr。 工 件 以 等 角速度 o 逆 时 针 
转向 转动 。 求 车 刀 在 工件 圆 端 面 上 切 出 的 痕迹 。 

т. 依 题 意 ,需要 求 出 车 刀 刀 尖 相 对 于 工件 的 轨迹 方 
程 。 为 此 ， 设 刀 尖 M р. Ж Ox'y 固定 在 工件 上 ， 
随 工件 一 起 转动 。 则 动 点 M 在 动 系 Or' > Ф Ory P 























图 7.6 车 刀 切 削 工件 的 端面 


т! --хсозая. y = sinaot 
将 点 M 的 绝对 运动 方程 代 人 上 式 ， 得 


2 —bsinoteosot—Esin2or, у = еіп 5а cos2wt) 


上 式 即 为 车 刀 相 对 于 工件 的 运动 方程 。 消 去 时 间 t+， 得 刃 尖 的 相对 轨迹 方程 为 
由 此 可 见 ， 车 刀 在 工件 上 切 出 的 痕迹 是 一 个 半径 为 5/2 的 圆 ， 如 图 7.6 中 虚线 所 示 。 

综 上 所 述 ， 研 究 点 的 合成 运动 ， 就 是 要 研究 绝对 运动 、 相 对 运动 和 牵连 运动 这 3 种 
运动 之 间 的 关系 。 即 研究 如 何 由 己 知 动 点 的 相对 运动 与 牵连 运动 求 出 绝对 运动 
( 例 7.1); 或 者 ， 如 何 将 已 知 的 绝对 运动 分 解 为 相对 运动 与 牵连 运动 ( 例 7.2)。 这 种 研 
究 方法 ， 对 于 分 析 物 体 的 复杂 运动 ,无论 是 在 理论 上 还 是 在 实际 工程 上 ， 都 具有 十 分 重 
要 的 意义 。 








| 7. 2 点 的 速度 合成 定理 


下 面 研究 点 的 绝对 速度 、 相 对 速度 和 牵连 速度 3 者 之 间 的 关系 。 为 推导 绝对 速度 、 相 
对 速度 和 牵连 速度 之 间 的 关系 式 ， 设 动 点 M 在 某 运动 物体 上 沿 着 曲线 AB 运动 ， 如 图 7.7 
所 示 。 现 将 动 系 固 结 在 运动 的 物体 上 (图 中 未 画 出 )， 静 系 固 结 在 地 面 上 。 设 在 瞬时 :， 物 
体 在 工 位 置 ， 动 点 位 于 曲线 上 的 M 点 ， 则 曲线 上 与 M 相 重 合 的 点 M。 即 为 该 瞬时 动 点 的 
牵连 点 。 经 过 时 间 间 隔 At 之 后 ， 物 体 运动 到 下位 置 ， 曲 线 随同 物体 运动 到 A'B'。 动 点 一 
方面 随 牵 连 点 M 沿 曲线 运动 到 M. ， 另 
一 方面 又 沿 此 时 的 相对 轨迹 A' B' 运动 到 
M'。 矢量 MM 和 М.М 分 别 是 动 点 的 绝 
对 位 移 和 相对 位 移 ，M。Mi 为 瞬时 1 动 点 
的 牵连 点 在 时 间 间 隔 Az 内 的 位 移 ， 即 牵 
连 位 移 。 根 据 图 7.7， 由 几何 关系 ， 有 
MM'=M,M, +M,M' (7-2) 
将 式 (7- 2) 两 边 同 时 除 以 At， 并 取 
图 7.7 速度 合成 定理 极限 ， 可 得 
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lim ММ + ММ (7-39 
- At ло AL wo 
点 的 速度 定义 ， 可 知 
. MM' . M.M. ММ! В 
ы lim Ар 9 lim Ag Pr Mr lim At (7-0 


IP, ә. ve 和 о, 分 别称 为 动 点 在 瞬时 / 的 绝对 速度 、 牵 连 速度 和 相对 速度 。 将 式 (7- 4) 
代入 式 (7-3) 中 , 有 











v= v Fv, (T= 5} 
式 (7- 5) 即 为 点 的 速度 合成 定理 : 动 点 在 某 瞬 时 的 绝对 速度 等 于 它 在 该 瞬时 的 牵连 速度 与 
相对 速度 的 矢量 和 。 显 然 ， 动 点 的 绝对 速度 可 以 由 牵连 速度 与 相对 速度 所 构成 的 平行 四 边 














形 的 对 角 线 来 确定 ， 该 平行 四 边 形 称 为 速度 平行 四 边 形 。 

应 当 指出 ， 在 推导 速度 合成 定理 表达 式 (7 - 5) 的 过 程 中 ,并 没有 限制 动 参考 系 作 何 种 
运动 ， 因 此 ， 该 定理 适用 于 牵连 运动 是 任何 运动 的 情况 , 即 动 参考 系 可 作 平 动 、 转 动 或 其 
他 任何 复杂 的 运动 。 

式 (7- 5) 是 矢量 表达 式 ， 包 含 了 绝对 速度 .牵连 速度 和 相对 速度 的 大 小 和 方向 共 6 个 
量 ， 如 果 已 知 其 中 的 任意 4 个 量 ， 就 可 以 利用 速度 平行 四 边 形 求 出 甚 余 的 两 个 未 知 量 。 在 
应 用 速度 合成 定理 解 题 时 ， 一 般 可 按 以 下 步骤 进行 : DO 选取 恰当 的 动 点 和 动 系 ， 所 选 的 参 
考 系 应 能 将 动 点 的 运动 分 解 成 为 相对 运动 和 牵连 运动 。@ 对 动 点 进行 正确 的 运动 分 析 。 相 
对 运动 是 直线 运动 、 圆 周 运动 还 是 其 他 某 种 曲线 运动 ?- 牵连 运动 是 平 动 、 转 动 还 是 其 他 某 
种 刚体 运动 ?绝对 运动 是 直线 运动 、 圆 周 运动 还 是 其 他 某 种 曲线 运动 ? 正确 判断 相对 速 
度 、 牵 连 速度 和 绝对 速度 的 大 小 和 方向 6 个 要 素 中 哪 4 个 要 素 已 知 ， 哪 两 个 要 素 未 知 
图 根据 速度 合成 定理 ,绘制 速度 平行 四 边 形 ”并 利用 几何 关系 ， 求 出 未 知 量 。 

【 例 7.3] 图 7.8 所 示 的 曲柄 滑 杆 机 构 ， 已 知 曲柄 OA 长 400mm， 以 匀 角 速度 о = 
0. 5rad/s БІЛЕ О 转动 ， 由 于 曲柄 的 推动 作用 ， 使 得 滑 杆 BC 沿 铅 直 的 滑 槽 运动 。 试 求 
当 曲 柄 与 水 平 线 的 夹 角 9 为 30" 时 ， 滑 杆 BC 的 
速度 。 

Ж. 因为 曲柄 OA 与 滑 杆 BC 在 点 A 处 接 
触 ， 所 以 取 曲 柄 OA 上 的 点 A WIA MR 
Оту 固 结 在 机 架 上 , Ж Оа у 固 结 在 滑 杆 
BC 上。 点 A 的 绝对 运动 为 以 点 0 为 圆心 、OA 
为 半径 的 圆 弧 运动 ; 点 A 的 相对 运动 为 沿 平板 
DE 的 水 平 直线 运动 ; 牵连 运动 为 滑 杆 BC 沿 铅 
直方 向 的 直线 运动 。 

作出 速度 平行 四 边 形 ， 如 图 7.8 所 示 。 由 
几何 关系 ,可 得 
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图 7.8 曲柄 滑 杆 机 构 








Ve = Ә,сов0-->шғсовф--0. 5 X 0. 4X 


即 滑 杆 BC 的 速度 为 1. 73m/s。 
【 例 7.4】 刨床 急 回 机 构 如 图 7. 9 тох. НН OA 的 一 端 A ЕЛІНЕН. ІНІН 


us 


1.73(m/s) 
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ОА 绕 固定 轴 O 转动 ， 滑 块 在 摇 杆 ОВ 上 滑动 ， 并 带动 揪 杆 
O, B 绕 固定 轴 O 摆动 。 设 曲柄 长 0A 二 175mm， 两 轴 间 的 距 
离 OO, = 350mm， 曲 柄 ОА 以 色 角 速度 转动 ， 转速 п = ғ 
50r/min。 求 曲柄 在 水 平 位 置 时 摇 杆 的 角速度 o 。 从 

解 : НЕН O B 绕 定 轴 O, 摆动 ， 若 能 求 出 授 杆 上 一 ' 
点 的 速度 ， 再 除 以 该 点 到 轴 O, 的 距离 ， 即 可 得 到 摇 杆 的 角 下 
速度 ww 。 因 为 曲柄 的 转速 已 知 ， 所 以 可 通过 分 析 曲 柄 与 摇 杆 
的 接触 点 ， 即 点 A 的 速度 来 求 摇 杆 的 角速度 。 为 此 ， 取 点 A 
为 动 点 ， 静 系 Oxy 固 结 在 机 架 上 ， 动 系 Ол у 固 结 在 摇 杆 
ОВ Е. > 

点 A 的 绝对 运动 是 以 OA 为 半径 的 圆周 运动 ; 点 A 的 相 Ф £ 
对 运动 为 沿 OB 方向 的 直线 运动 ; АЛИ EIA A 
相 重 合 的 牵连 点 的 速度 ， 其 方向 垂直 于 OLA, 

作 速 度 平行 四 边 形 ， 如 图 7. 9 所 示 。 绝 对 速度 的 大 小 为 

о. = OA • о 
方向 垂直 于 OA。 根 据 几 何 关系 ， 可 得 牵连 速度 和 摇 杆 角速度 的 表达 式 分 别 为 
о. = using = OA * wsing 


wi = = OA: @sing=osin°`g 
QA ОА 






























































图 7.9 刨床 急 回 机 构 



































因为 
пп. 50л 5 ai OA 175 У5 
У 30 30 37 SAC OM /350 +1757 5 

所 以 


ох (05) 一 要 一 1. 047(rad/s) 
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| 7.3 牵连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 合成 定理 























在 点 的 合成 运动 中 ， 由 于 绝对 、 相 对 和 牵连 加 速度 之 间 的 关系 比较 复杂 ， 需 要 区 分 牵 

z z 连 运动 为 平 动 和 转动 两 种 情况 。 为 此 ， 先 研究 牵 
连 运动 为 平 动 的 简单 情况 。 

设 Ozyz HMR. Олу: 为 动 系 ， 动 系 坐 
标 原点 O 在 静 系 中 的 矢 径 为 mw ,在 静 系 中 的 坐 
标 为 zo、yo 和 zo，i、j' 和 kK 分 别 为 动 坐标 轴 
的 单位 矢量 ， 如 图 7. 10 所 示 。 如 动 点 M 在 静 系 
中 的 矢 径 为 r， 在 静 系 中 的 坐标 为 zx、y Mez; 动 
点 M 在 动 系 中 的 矢 径 为 r'"， 在 动 系 中 的 坐标 分 别 
图 7.10 静 系 和 动 系 中 的 动 点 为 xz"、y' 和 >"， 由 图 示 几 何 关系 ， 有 
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l 
аан 
r=ro-+r' (7-6) 
r'=x'i'+y'j'+z'k' 
由 定义 可 知 ， 动 点 M 在 瞬时 4 的 相对 速度 为 
dz dy';, dz. dr 
е tai a 
因为 相对 速度 v, 是 动 点 相对 于 动 参考 系 的 速度 ， 所 以 在 求 导 时 将 动 系 的 单位 矢量 让、j" 和 
大 视 为 常 矢量 。 这 种 导数 称 为 相对 导数 ， 在 求 导 符号 上 加 “一 ”表示 。 
记 瞬 时 : 动 点 М 的 牵连 点 为 M, 。 因 为 瞬时 上 牵连 点 Mi 与 动 点 M 重合 ， 所 以 牵连 点 
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M, 在 动 系 中 的 坐标 为 x'、y' 和 >'。 又 由 于 牵连 点 M 在 动 系 中 为 固定 点 ， 即 牵连 点 Mi 在 
动 系 中 的 坐标 zx'、y' 和 <' 均 为 常数 ， 所 以 牵连 点 M, 在 静 系 中 的 运动 方程 为 
n =r | x,y (7-8) 
式 中 , n 表示 牵连 点 М, 在 静 系 中 的 矢 径 。 于 是 ， 可 得 牵连 速度 的 表达 式 为 
oI dro, sdi! | dj уа РИ" 








а dr Ha'r Adi N аг 
将 式 (7 - 6) 两 边 对 时 间 上 求 导 ， 得 
ao (ану) (анана) 
联系 式 (7-7) 和 式 (7- 9)， 可 知 上 式 即 为 点 的 速度 合成 定理 表达 式 
l, =. +o, 

式 中 vw 三 dr/dt， 为 动 点 M 的 绝对 速度 。 

当 动 系 O'x'y'z' 作 平 动 时 ， 因 为 动 系 的 单位 矢量 让 、j" 和 kk' 的 大 小 和 方向 均 不 改变 ， 
这 些 单位 矢量 都 是 恒 矢 量 ， 所 以 








алара ы 


d d dt 
此 时 ， 相 对 导数 和 绝对 导数 相同 ， 即 
do, ағу dr Ф 2, dy Фе 
































d d d аб а ағ) që к СЗО) 
因为 动 系 为 平 动 ， 动 系 上 各 点 的 速度 或 加 速度 在 任意 瞬时 都 是 相同 的 ， 所 以 动 系 原点 
O 的 速度 vo 和 加 速度 ao 就 等 于 牵连 速度 o, 和 牵连 加 速度 a.， 于 是 有 
«д ба ag =a, (1-1 
式 (7- 5) 两 端 对 时 间 上 取 一 阶 导 数 ， 得 
а-а бна ға (7-12 





式 (7- 12) 即 为 牵连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 合成 定理 : 当 牵 连 运动 为 平 动 时 ， 动 点 在 某 
瞬时 的 绝对 加 速度 等 于 该 瞬时 它 的 牵连 加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 。 
式 (7- 12) 为 矢量 表达 式 ， 在 求解 实际 问题 时 一 般 采 用 投影 式 进行 计算 ， 即 
qa Te... Tae, ea, (7-13) 
Жар. а, ax 分 别 表示 法 向 绝对 加 速度 和 切 向 绝对 加 速度 ; aw 和 a 分别 表示 法 向 牵连 加 
速度 和 切 向 牵连 加 速度 ， an 和 ar 分 别 表示 法 向 相对 加 速度 和 切 向 相对 加 速度 。 因 为 牵连 
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运动 既 可 能 是 直线 平 动 ， 也 可 能 是 曲线 平 动 ， 所 以 此 处 将 牵连 加 速度 a. 分 解 为 am 和 au 。 
【 例 7.5】 曲柄 滑 道 机 构 如 图 7.11 所 示 。 曲 柄 OA 二 300mm， 绕 定 轴 O 转 动 。 在 图 示 
瞬时 ，g 二 30”, 已 知 曲 栖 的 角速度 二 2rad/s， 角 加 速度 a 二 4rad/s*。 试 求 滑 杆 BCD 的 加 























图 7.11 曲柄 滑 道 机 构 


解 : 当 曲 柄 OA 绕 定 轴 O 转动 时 、 滑 块 信 在 滑 道 BC b: 和 运动。 因此， 可 选取 点 A 为 动 
点 ， 静 系 Ory МАТРА Е. WRO xy 固 结 于 滑 杆 上 。 点 A 的 绝对 运动 为 以 点 O 为 圆 
OOA 为 半径 的 圆周 运动 ;点 A 的 相对 运动 为 沿 滑 道 BC 直线 运动 牵连 运动 为 滑 
Ж ВСР 沿 水 平方 向 的 直线 运动 。 

分 析 动 点 A 的 绝对 * 相对 和 牵连 加 速度 。 内 为 点 .A 的 绝对 运动 轨迹 为 圆周 ， 所 以 点 
人 的 绝对 加 速度 可 以 分 解 为 法 向 绝对 加 速度 和 切 向 绝对 加 速度 。 加 速度 的 矢量 分 析 如 
图 7. 11 Bras. 根据 加 速度 合成 定理 ， 有 

am tan =a. ta, 
HERRA E НАЗЕ 2 
—a,,cosg—a.sing=a, 


式 中 








30°, а,л-ОА”а-0.3Х21--1.2(т/8). aa 一 OA4。a 一 0.3X4 一 1.2(m/s2) 
KEMARA ЖаН, 
а. 1. 2X cos30°—1. 2X sin30°=— 1. 639(m/s2) 
由 此 可 知 ， 该 瞬时 滑 杆 BCD 的 加 速度 大 小 为 1.639m/s*。 由 于 计算 结果 为 负 值 ， 表 明 
BCD 的 加 速度 方向 与 图 中 假设 的 方向 相反 ， 即 该 瞬时 滑 杆 BCD 的 加 速度 方向 水 平 向 左 。 

【 例 7.6】 凸轮 推 杆 机 构 如 图 7.12(a) 所 示 。 在 图 示 瞬 时 ,已 知 凸轮 半径 为 R，g 二 
60”"， 凸 轮 的 速度 和 加 速度 分 别 为 o 和 a。 试 求 图 示 瞬 时 推 杆 АВ 的 加 速度 。 

解 : 点 A 为 推 杜 和 凸轮 的 接触 点 ， 取 点 A 为 动 点 ， 静 系 Оху МА ЕА Е. ЖО 
zy 固 结 于 凸轮 上 ， 如 图 7. 12(a) 所 示 。 点 A 的 绝对 运动 为 沿 推 杆 AB 的 铅 直 运动 ; 点 A 
的 相对 运动 为 沿 凸 轮 轮廓 的 圆 弧 运动 ; 牵连 运动 为 凸轮 沿 水 平方 向 的 直线 平 动 。 

于 在 动 点 的 加 速度 分 析 中 需要 用 到 点 A 的 相对 速度 ， 因 此 ， 先 对 点 A 的 绝对 、 相 
对 和 牵连 速度 进行 分 析 。 作 速度 平行 四 边 形 ， 如 图 7. 12(a) 所 示 。 根 据 几何 关系 ， 有 
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sing sin60° J3 


分 析 动 点 A 的 绝对 、 相 对 和 牵连 加 速度 。 因 为 点 从 的 相对 运动 轨迹 为 圆 弧 ， 所 以 点 
A 的 相对 加 速度 可 以 分 解 为 法 向 相对 加 速度 和 切 向 相对 加 速度 。 加 速度 矢量 分 析 如 图 7. 12 
(b) 所 示 。 根 据 加 速度 合成 定理 ， 有 
a,=a, +a, +a, 
У ЕТИЛ E НАЗЕ. 得 
a 5іпф=а,соѕр та 


式 中 








Ф 60°, а, ЕА (2) 1 40 ақта 


将 上 述 数值 代入 加 速度 投影 式 中 ， 得 














CQecOSO 一 am асовб0”-- 25 V3 82 
sine sin60° 3 (а ік) 
此 即 为 图 示 瞬 时 推 杆 АВ 的 加 速度 。 

由 上 面 的 分 析 可 知 ， 在 应 用 加 速度 合成 定理 求解 实际 问题 时 ， 往 往 采 用 加 速度 矢量 方 
程 的 投影 式 ， 这 样 可 以 避 开 无 需求 解 的 量 ， 直接 解 出 待 求 的 量 ， 因 而 合理 选取 投影 轴 是 解 
题 的 关键 。 需 要 强调 指出 的 是 ， 加 速度 矢量 方程 的 投影 是 等 式 两 端的 投影 ， 不 同 于 静 力 平 
衡 方 程 的 投影 关系 。 因 此 ， 在 利用 加 速度 矢量 方程 的 投影 式 解 题 时 ， 必 须 严 格 按照 加 速度 
矢量 方程 等 式 两 端 在 某 一 投影 轴 上 分 别 投影 ， 否 则 就 会 得 出 错误 的 结果 。 




















| 7.4 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 








当 牵 连 运动 为 转动 时 ， 点 的 加 速度 合成 定理 与 牵连 运动 为 平 动 时 的 情况 不 相同 。 下 面 
先 分 析 一 个 简单 的 实例 。 
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SE 点 的 合成 运动 


图 7. 13 所 示 的 圆 盘 ， 以 匀 角 速度 ws 一 w 顺 时 针 绕 垂 
直 于 盘面 的 定 轴 O 转动 ， 同 时 小 球 M 在 半径 为 R 的 圆 
槽 中 顺 角 速度 转向 相对 于 圆 盘 以 速度 o, 作 匀 速 圆周 运 
动 ， 求 小 球 M 相对 于 地 面 的 加 速度 。 

取 小 球 为 动 点 ， 静 系 固 结 于 机 架 上 ， 动 系 固 结 于 圆 
盘 上 。 点 M 的 绝对 运动 和 相对 运动 都 是 绕 定 轴 O 的 圆周 
运动 ， 率 连 运 动 为 转动 。 动 点 M 的 速度 矢量 如 图 7. 13 
所 示 ， 且 有 vw. 二 Rw。 根 据 速度 合成 定理 ， 有 

о, = 0, Бо, =Rwt v, =const 
方向 水 平 向 右 。 由 于 动 点 M 的 绝对 运动 和 相对 运动 都 是 жі) шатаса 
匀速 圆周 和 运动， 牵连 点 的 运动 也 是 匀速 圆周 运动 ， 从 而 周 运动 的 小 球 
au 一 an 一 aa 一 0， 所 以 



































Ur y 
аар ааа =Ro° 


aa =a а — Каў % 200, =a. Ба, +200, 

方向 指向 圆心 O。 从 上 式 可 以 看 出 所 当 牵 连 运动 为 转动 时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 并 不 等 
于 牵连 加 速度 和 相对 加 速度 的 矢量 和 、， 多 出 了 附加 项 wors 

为 什么 会 出 现 附 加 项 呢 ? 从 牵连 运动 为 平 动 时 的 加 速度 合成 定理 的 推导 可 以 看 到 ， 当 
牵连 运动 不 是 平 动 时 ， 固 结 于 动 参考 体 上 的 动 系 O r уа МУ же. ЖІКТІҢ 
改变 ， 不 再 为 恒 矢 量 。 此 时 * 绝对 导数 有 别 于 相对 导数 。 

不 面 推导 牵连 运动 为 定 轴 转 动 时 点 的 加 速度 
合成 定理 。 设 动 系 O'zx'y'z' 以 角速度 w 绕 定 轴 转 
动 ， 角 速度 矢 为 m.。 不 妨 取 静 系 Or yz 的 > 轴 为 定 
轴 ， 如 图 7.14 所 示 。 

先 分 析 产 对 时 间 4 的 导数 。 设 六 的 和 撩 端点 A 的 
矢 径 为 ra， 则 点 A 的 速度 既 等 于 矢 径 ra 对 时 间 t 

:的 一 阶 导数 ， 又 等 于 角速度 和 撩 和 矢 径 ra 的 矢 
x 积 ， 即 



































图 7.14 动 系 绕 静 系 zx 轴 转 动 оа, Хрл (7-14) 
根据 图 7.14 所 示 几 何 关系 ， 有 
ra=ro +i (7-15) 
式 中 ，ro 为 动 系 原点 O 的 矢 径 ,将 式 (7- 15) 代 入 式 (7- 14)， 得 
ало di _ Қ? _ 
a о +i ) (7-16) 
由 于 动 系 原点 O 的 速度 为 
v0 0а Хт (7-17) 


将 式 (7- 17) 代 入 式 (7- 16), 得 
Хас) 


e a 


t =e 
ESE, H4S j A k RENTE 上 的 一 阶 导 数 ， 合 写 为 
di' _ dj dk ' Т 
а; хі, Ер Xj’, FF =@. Xk (7-18) 


论 动 系 作 何 种 运动 ， 点 的 速度 合成 定理 矢量 式 (7- 5) 成 立 ， 该 矢量 式 对 时 间 :上 的 一 
m a 即 





(7 = 19) 


式 中 ，dw,/di 为 绝对 加 速度 a,。 然 而 ， 当 动 系 为 转动 时 ， 式 (7 - 19) 右 端的 两 项 不 再 是 牵 
连 加 速度 a. 和 相对 加 速度 a. 了。 

先 分 析 式 (7- 19) 右 端 第 二 项 dv./dt:， 将 式 (7 -7) 对 时 间 zt 取 一 阶 导数 ， 有 
do, а (бауу day) 


Т 

















dt dt d а 
因为 动 系 转动 ， кш, 志和 大 的 大 小 虽 不 改变 ， 但 方向 有 变化 ， 所 以 
do, фл". | жу), «е аға ауа) , dz'dk' С 
а (а іші ы ж) (8 d dt dt а а) (4-20) 


Ез УЗН 3 ОЗЕ ЛЕ ЕВ НОЛА, ЕТЕУ К 
变 时 相对 速度 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 即 相对 导数 ， dvi/dt， 也 就 是 相对 加 速度 a,。 再 
将 式 (7- 18) 代 入 式 (7 -20) 右 端 第 二 个 括 弧 中 ， 








dv, dw. а.” 9 т ЖЄ 
dt а x( 





Ho. HEA КА а, Бө. o, (7-21) 


由 式 47- 21) 可 见 ， 动 系 转动 时 ， 相 对 加 速度 的 导 
Ж ао, /dt 除 相 对 加 速度 a, 之 外 ， 还 有 一 个 与 牵连 
角速度 aŠ, 和 相对 速度 w 有 关 的 附加 项 o.X o, 

再 来 分 析 式 (7 - 19) 右 端的 第 一 项 dv/dt, Æ 
连 速度 we 为 动 系 上 与 动 点 相 重合 的 一 点 的 速度 。 
设 动 点 M 的 矢 径 为 r， 如 图 7. 15 所 示 。 

当 动 系 绕 x 轴 以 角速度 o. 转动 时 ， 牵 连 速 
度 为 


ТТЫ 














v50. Хғ (7-22) 
上 式 对 时 间 о 取 一 阶 导数 ， 得 
do. ао, dr ЫЗ 
а а Xrto. Xo (7-29) 


式 中 ，dw./di 二 a。， 为 动 系 绕 = 轴 转 动 的 角 加 速度 。 动 系 上 不 断 与 动 点 M 重合 一 点 的 矢 径 
r 对 时 间 t 的 一 阶 导数 dr/d: 为 绝对 速度 ， 即 dr/dt= v, =v. tv., RAER. 14 


«ы а Хе Со Бо) (7-24) 


ЖӨН. а. Xr 十 w。X v。 二 qa。， 为 动 系 转动 时 动 系 上 与 动 点 М 重合 点 的 加 速度 ， 即 牵连 加 速 
JE. 于 是 有 


BBY 
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a to Xv, (7-25) 


由 式 (7- 25) 可 见 ， 动 系 转动 时 ， 牵 连 速度 的 导数 dv./di 除 牵连 加 速度 a。 之 外 ， 还 有 一 个 
与 式 (7- 21) 相 同 的 附加 项 X v, o 
将 式 (7- 21) 和 式 (7- 25) 代 入 式 (7- 19)， 得 
а, =а. +a, 1-20. X o, 


令 
ас=20. X o, (7-26) 
ac 称 为 科 氏 加 速度 ， 它 等 于 动 系 角 速度 矢 与 点 的 相对 速度 矢 的 矢 积 的 两 倍 。 从 而 ， 有 
a,—=a,+a,+ac (7-27) 


上 式 即 为 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 : 当 牵 连 运动 为 转动 时 ， 动 点 在 某 瞬 时 的 
绝对 加 速度 等 于 该 瞬时 它 的 牵连 加 速度 、 相 对 加 速度 与 科 氏 加 速度 的 矢量 和 。 

在 求解 实际 问题 时 ， 一 般 采 用 式 (7- 27) 的 投影 式 进行 计算 ， 即 
ax +a, =le +a, Ка, аас (7-28) 
式 中 ，qan 和 ax 分 别 表示 法 向 绝对 加 速度 和 切 向 绝对 加 速度 ; am 和 au 分 别 表示 法 向 牵连 加 
速度 和 切 向 牵连 加 速度 ;am 和 ar 分 别 表示 法 向 相对 加 速度 和 切 向 相对 加 速度 。 

式 (7- 27) 是 点 的 加 速度 合成 定理 的 普遍 形式 ， 对 于 牵连 运动 为 任意 运动 都 成 立 。 当 
牵连 运动 为 平 动 时 ， 因 为 w. 二 0、 所 以 ac 二 0, 式 (7 -27) 退 化 为 式 (7 - 12). 

根据 矢 积 的 运算 规则 ，ac 的 大 小 为 

ас--2а, оу sinh. (7-29) 

式 中 ,9 为 @. 和 o, 两 矢量 间 的 最 小 夹 角 。ac 的 方向 垂直 于 a, 和 o, 所 在 的 平面 ， 指 向 按 
右手 法 则 确定 ， 即 以 右手 四 指 顺 o, 转 至 ә,. 大 拇指 所 指 方向 即 为 ac 的 方向 ， 如 图 7. 16 
(a) 所 示 。 




















(a) (b) (c) 
图 7.16 科 氏 加 速度 的 大 小 和 方向 


`Á a). 和 vw, 垂直 时 ，ac 二 2wev:， 如 图 7.16(b) 所 示 ; Чо, 和 vw, 平行 时 ， 即 9 二 0 或 
180" 时 ，ac 二 0， 如 图 7. 16(c) 所 示 。 
科 氏 加 速度 是 法 国力 学 家 科 里 奥 利 (G. G. Coriolis) 于 1832 年 在 研究 水 轮机 理论 时 发 现 
的 ， 并 于 1835 年 在 论文 “物体 系统 相对 运动 方程 ”中 提出 了 牵连 运动 为 转动 时 的 加 速度 
合成 定理 ，1843 年 给 出 了 定理 的 证 明 ， 因 而 命名 为 科 里 奥 利 加 速度 ， 简 称 科 氏 加 速度 。 
科 氏 加 速度 的 产生 是 相对 运动 和 牵连 运动 相互 影响 的 结果 ， 它 可 以 解释 自然 界 中 的 许 
多 现象 。 地 球 绕 地 轴 转 动 ， 地 球 上 物体 相对 于 地 球 运动 ， 这 都 是 牵连 运动 为 转动 的 合成 运 


М)» 





























Жаа 


动 。 地 球 自 转角 速度 很 小 ,一 7. 3X10-;rad/s， 一 般 情况 下 
其 自转 的 影响 可 忽略 不 计 。 但 是 ,在 某 些 情况 下 ， 却 必须 考 
虑 地 球 自转 的 影响 。 
例如 ， 在 北半球 ， 自 南 往 北 行驶 的 列车 , 列车 的 科 氏 
加 速度 ae 向 西 ， 即 指向 左 侧 ， 如 图 7.17 所 示 。 由 牛顿 第 
二 定理 可 知 ， 有 向 左 的 加 速度 ， 列 车 必 受到 右 侧 铁轨 对 其 
向 左 的 作用 力 。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ， 即 作用 与 反作用 定律 ， 
右 便 铁轨 必 受到 列车 的 反作用 力 ， 因 而 列车 将 使 右 侧 铁轨 
т 磨损 更 为 严重 。 在 北半球 ， 河 水 向 北 流动 时 ， 河 水 对 河流 
0 s 东 岸 有 明显 的 冲刷 痕迹 ， 其 力学 原理 与 列车 车 轮 对 铁轨 的 
磨损 类 似 。 
此 外 ， 科 氏 加 速度 还 可 以 解释 地 球 上 发 生 的 许多 现象 、 册 于 地 球 本 身 的 自转 ， 只 要 物 
体 运动 方向 不 与 地 轴 平 行 ， 则 在 其 他 恒星 参考 系 中 观察 时 就 有 科 氏 加 速度 。 例 如 ， 自 由 落 
mF. a, Жа ЖХ, ас 向 西 ， 根 据点 的 加 速度 合成 定理 ，a 应 偏 东 ， 此 即 为 落体 偏 东 现 
象 。 又 如 ， 在 北半球 ， 水 向 下 流动 时 形成 逆 时 针 方 向 的 旋涡 ， 在 南半球 则 相反 ， 旋 涡 为 顺 
时 针 方 向 ;在 北半球 ， 大 气 环流 引起 的 台风 为 逆 时 针 转 向 ;这 些 都 可 用 科 氏 加 速度 解释 。 
【 例 7.7】 如 图 7.18(a) 所 示 ， -偏心 凸轮 的 偏心 距 OC 一 <， 凸 轮 半 径 AC=R= Ve, 
以 匀 角 速度 w 绕 定 轴 O 转动 。 设 网 示 瞬 时 OC 垂直 于 CG。 求 此 时 杆 AB 的 速度 和 加 
速度 。 






































图 7.18 偏心 凸轮 项 杆 机 构 


т. 取 凸 轮 与 项 杆 AB 的 接触 点 A 为 动 点 ， 苦 系 固 结 于 机 架 上 ， 动 系 固 结 于 凸轮 上 随 
凸轮 一 起 转动 。 则 点 A 的 绝对 运动 为 沿 项 杆 AB 方向 的 直线 运动 ， 相对 运动 为 沿 凸轮 轮廓 
的 圆周 运动 ;牵连 运动 为 凸轮 绕 定 轴 О 的 转动 。 

作 速 度 平行 四 边 形 如 图 7. 18(a) 所 示 ， 根据 几何 条 件 ， 有 

















Va = u tan0=o, tan30"—2¥3ne 
ль _4V3 
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加 速度 分 析 。 点 A 的 绝对 加 速度 a, 沿 项 杆 AB 方向 ， 并 假定 向 上 。 点 A 的 相对 加 速 
Жа, 可 分 解 为 法 向 相对 加 速度 aew 和 切 向 相对 加 速度 ae ， 且 an 的 大 小 和 方向 已 知 ，an 的 大 
小 未 知 ， 方 向 可 假设 沿 w 方向 。 点 A 的 牵连 加 速度 a. 可 分 解 为 法 向 牵连 加 速度 ae 和 切 
向 牵连 加 速度 ae H a 的 大 小 和 方向 已 知 ，a. 二 0。 由 于 牵连 运动 为 转动 ， 因 此 存在 科 氏 
加 速度 ac ， 按 右手 法 则 ， 顺 ov 矢量 方向 转 至 v, 方向 ， 则 ac 垂直 于 o, 指向 左上 方 ， 大 小 
为 2wovw。 点 的 加 速度 分 析 如 图 7.18 所 示 。 根 据 式 (7 - 28)， 各 加 速度 矢 向 《 轴 投 
影 有 
































а,совб----а.,сов0--а,--ас (а) 
жир 
= :_OC 
аһа “ OA=w Sin30° Rew; 
v 16/3 › РЕТ ё 
am™ R 0 ю» ас oo U, 2% 
将 上 述 结果 代入 式 (a)， 得 
=52 29 
а, g e 


此 即 为 图 示 瞬 时 顶 杆 AB 的 加 速度 ， 负 号 表示 加 速度 方向 与 假设 的 方向 相反 。 

【 例 7.8】 图 7.19(a) 所 示 直 和 角 曲 杆 OBC 绕 定 轴 O 转动 ， 使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 固 
定 直 杆 OA 滑动 。 已 知 : OB= 100mm. ОВ 与 BC ЗЕН. ІШЕДІ о-0. 5rad/s， 角 
加 速度 为 零 。 求 当 转 角 pg 二 60" 时 ， 小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 





(a) (a) 
7.19 直角 曲 杆 圆 环 机 构 
解 : 取 小 环 M 为 动 点 ， 地 面 为 静 系 ， 直角 曲 杆 为 动 系 。 则 点 A 的 绝对 运动 为 沿 杆 OA 


的 直线 运动 ， 相 对 运动 为 沿 杆 BC 的 直线 运动 ; 牵连 运动 为 曲 杆 OBC 绕 定 轴 O 的 转动 。 
作 速 度 平行 四 边 形 如 图 7. 19(a) 所 示 ， 根 据 几何 条 件 ， 有 
ve _w*OM_w*OB_0.5X0.1 






































cosp cosp cosg  cos'60° Oram s) 
v =u 5іпр= о, ѕ1п60° =0. х8 0. 1732(m/s) 


在 图 示 瞬 时 ， 小 环 M 的 速度 为 vw 二 vw, 二 0.1732m/s， 方 向 水 平 向 右 。 
小 环 M 的 加 速度 矢量 如 图 7. 19(b) 所 示 。 根 据 式 (7 – 28). 有 


a, =la ta, tac 


wN 


e 


各 加 速度 矢 向 轴 投 影 ， 有 
aacosg 一 一 aecoOsp 十 ac (a) 
式 中 
аһ а? * OM=0. 5° X0. 2=0.05(m/s2), ac=2wv,=2X0. 5X0. 2=0. 2(m/s?) 
将 上 述 结果 代入 式 (a) ， 得 小 环 М 的 加 速度 为 


amcos60 "十 ac 0. 05х0. 5+0. 2 
cos60° 0.5 


与 例 5.4 相 比 ， 发 现 利用 第 5 章 和 本 章 理论 解 算 的 结果 是 完全 相同 的 。 点 的 运动 
学 仅 在 静 系 中 研究 点 的 绝对 运动 量 ， 而 点 的 合成 定理 则 是 在 静 系 和 动 系 中 来 研究 点 的 
各 运动 量 及 其 关系 。 前 者 用 于 研究 点 的 简单 运动 ， 且 通过 微分 或 积分 运算 给 出 各 运动 
量 的 时 间 历 程 ; 后 者 用 于 分 析 点 的 复杂 运动 ， 且 通过 矢量 投影 给 出 各 运动 量 之 间 的 瞬 
时 关系 。 











0.35(m/s°) 


амта, 








# = 小结 








1. 点 的 绝对 运动 为 点 的 窑 连 运动 和 相对 运动 的 合成 结果 。 
绝对 运动 一 一 动 点 相对 于 静 系 的 运动 ; 相对 运动 一 < 动 点 相对 于 动 系 的 运动 ; Ф 
连 运 动 一 一 动 系 相对 于 静 系 的 运动 。 
2. 点 的 速度 合成 定理 
о.о, 
绝对 速度 о - 动 点 相对 于 静 系 运动 的 速度 ; 相对 速度 о, 动 点 相对 于 动 系 运动 
的 速度 ; PERE we 一 一 动 系 上 与 动 点 相 重合 的 点 (牵连 点 ) 相 对 于 静 系 运动 的 速度 。 
3. 点 的 加 速度 合成 定理 
а, =а,. +a, ғас 
绝对 加 速度 qa, 一 一 动 点 相对 于 静 系 运动 的 加 速度 ; 相对 加 速度 aq. 一 一 动 点 相对 于 
动 系 运动 的 加 速度 ; 牵连 加 速度 4. 一 一 动 系 上 与 动 点 相 重 合 的 点 ( 窑 连 点 ) 相 对 于 静 系 
运动 的 加 速度 ; 科 氏 加 速度 ac 牵连 运动 为 转动 时 ， 窑 连 运 动 和 相对 运动 相互 影响 
而 出 现 的 一 项 附加 的 加 速度 。 
ac=2@. +o, 
当 动 系 作 平 动 ， 或 ww 一 0， 或 we 与 о, 平行 时 ，ac 一 0。 








1. 举例 说 明 什 么 是 相对 运动 、 牵 连 运动 和 绝对 运动 。 
2. 动 系 上 任意 一 点 的 速度 和 加 速度 ， 是 否 就 是 牵连 速度 和 牵连 加 速度 ? 为 什么 ? 
3. 何谓 点 的 相对 速度 和 相对 加 速度 ? 在 静 系 中 相对 速度 的 改变 是 否 就 是 相对 加 速度 ? 


(HE 


та 点 的 合成 运动 


为 什么 ? 
4 如 何 选择 动 点 和 动 系 ? 为 什么 常常 选 滑 块 、 小 环 或 套 简 为 动 点 ? 
5. 试 述 点 的 运动 的 合成 与 分 解 的 意义 。 
6. 图 7. 20 中 的 速度 平行 四 边 形 有 无 错误 ? 若 有 错误 ， 错 在 何 处 ? 








图 7.201 第 6 题 图 
7. 在 点 的 加 速度 合成 定理 矢量 表达 式 中 ， 为 什么 会 出 现 ac? 在 什么 情形 下 ，ac 一 0。 
8. 图 7.21(a) 和 (b) 中 ,为 了 求 a 的 大 小 ， 分 别 取 加 速度 在 轴 上 的 投影 式 ， 有 
a,cosg—ac=0, а,созд--а.совд--а,-Ғас--0 
由 此 解 得 ， 对 于 图 7. 21(a)， Жа, =ас/соѕр; Р 7.210), Жа, = (а.соѕ9 а, +ac)/ 
cosg。 这 种 解 题 方 法 正确 吗 ? 若 有 错误 ， 错 在 何 处 ?并 写 出 正确 的 投影 式 。 











(a) (b) 


图 7.21 第 8 题 图 


习 题 





1. 杆 OA4 长 为 /， 由 推 杆 推动 而 在 图 面 内 绕 轴 О 转动 ， 如 图 7. 22 所 示 。 设 推 杆 的 速 
度 为 w，BC 段 高 为 h。 试 求 杆 端 A 的 速度 的 大 小 (表示 为 推 杆 至 轴 O 的 距离 z 的 函数 ) 。 


SSK) 
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2. 摇 杆 机 构 的 滑 杆 АВ 以 等 速 o 向 上 运动 ， 初 瞬时 摇 杆 OC 水 平 ， 摇 杆 OC 长 为 4， 
OD KHL. WE 7. 23 所 示 。 试 求 当 g==/4 时， 点 C 的 速度 的 大 小 。 























图 7.22 第 1 题 图 7.23 摇 杆 机 构 
З, 塔 式 起 重 机 悬臂 水 平 ， 且 以 3 r/min 的 转速 绕 钠 直 轴 转 动 ， 如 图 7. 24 所 示 。 跑 车 


Ша-10-- coss 水 平 运动 ，* 的 单位 为 mdi 的 单位 为 s。 设 悬挂 重 物 以 匀速 v=0. 5m/s 
馈 直 向 上 运动 。 试 求 图 示 位 置 重 物 的 绝对 速度 的 大 小 。 

4. 如 图 7. 25 所 示 摇 杆 OC 绕 轴 OO 〇 转动 ， 拨 动 固定 在 上 耸 条 AB 上 的 销 钉 而 使 齿 条 在 
铅 直 导轨 内 运动 ， 齿 条 再 带动 半 答 7 二 100mm 的 齿轮 Ds 已 知 /二 400mm， 连 线 OO 水 
平 。 在 图 示 位 置 ， 摇 杆 角 速度 d 一 0. 5rad/s, g=30 试 求 此 时 齿轮 D 的 角速度 。 











图 7.24 塔 式 起 重 机 图 7.25 摇 杆 齿 条 齿轮 传动 机 构 


5. 平底 顶 杆 凸轮 机 构 如 图 7. 26 所 示 ， 工 作 时 项 杆 的 平底 始终 接触 凸轮 表面 。 凸 轮 半 
径 为 >， 偏心 距 OC 二 e， 凸 轮 绕 轴 O 转动 的 角速度 为 w，OC 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 为 p。 试 
求 当 g 二 0" 时 ， 顶 杆 的 速度 。 

6. 绕 轴 O 转动 的 圆 盘 及 直 杆 OA 上 均 有 一 导 槽 ， 两 导 槽 间 有 一 活动 销 子 M， 如 
图 7. 27 所 示 , Е. 00. lm。 设 在 图 示 位 置 时 ， 圆 盘 及 直 杆 的 角速度 分 别 为 mw 一 9rad/s 
和 ws 二 3rad/s。 试 求 该 瞬时 销 子 M 的 速度 。 
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图 7.26 平底 项 杆 凸轮 机 构 7.27 活动 销 子 连 接 的 圆 盘 和 直 杆 


7. 如 图 7. 28 所 示 ， 半 径 为 尺 的 齿轮 由 曲柄 OA 带动 ， 沿 同样 的 固定 齿轮 滚动 ， 曲 柄 
以 角速度 o, 绕 定 轴 O 转动。 若 在 曲柄 上 固 结 一 动 坐标 系 ， 试 求 动 齿轮 上 点 Мі. М., М; 
和 M, 的 牵连 速度 。 

8. 如 图 7. 29 所 示 曲 柄 滑 道 机 构 中 曲柄 长 O0A 王 ~， 并 以 等 角速度 o 绕 定 轴 O 转动 。 
安装 于 水 平 杆 件 BC 上 的 滑 模 DE 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 为 60”。 试 求 ， 当 曲柄 OA 与 水 平 线 
之 间 的 夹 角 分 别 为 8 一 0"，30 和 60 时， 杆 BC 的 速度 。 








图 7.28 行星 齿轮 机 构 图 7.29 曲柄 滑 道 机 构 





9. 在 图 7.30(a) 和 (b) 两 种 机 构 中 , 已 知 OO =a=20mm, w =3rad/s. RER 
置 时 杆 ОА 的 角速度 。 

10. 一 小 车 以 加 速度 a 二 0. 5m/ 沿 水 平 轨道 向 右 运 动 ， 小 车 上 装 有 电动 机 ， 电 动机 
启动 时 ， 其 转子 的 转动 方程 为 一 声 ， 式 中 p radit. tA site 转子 半径 尺 为 0.2m。 
如 在 :一 1s 时， 转子 边缘 点 A 的 位 置 如 图 7.31 所 示 。 求 此 时 点 A 的 加 速度 。 

1. 图 7. 32 所 示 的 铵 接 四 边 形 机 构 中 ,OA=O,B=0.1m， O,O,=AB. ОА 以 等 
角速度 w 二 2rad/s 绕 轴 O, 转动 。AB 杆 上 有 一 套 简 C， 此 简 与 CD ЖҰ ЕЗ. ЖШ 
都 在 同一 铅 直面 内 。 试 求 : 当 gp 一 60" 时 ， 杆 CD 的 速度 和 加 速度 。 
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图 7.30 





图 7:31 装 有 电动 机 的 小 车 7.32 ЕА 


12， 如 图 7;33 所 示 ， 斜面 АВ 与 水 平面 成 45 角 ， 且 以 0.1m/s° 的 加 速度 沿 Ox 轴 向 
右 运 动 。 物 块 М 以 相对 加 速度 0. 1V2my/s: 沿 斜面 下 滑 ， 斜 面 与 物 块 的 初速 度 都 为 零 。 物 
块 M 的 初始 位 置 为 :坐标 x 二 0，y 二 h。 试 求 物 块 M 的 绝对 运动 方程 、 运 动 轨迹 、 速 度 和 
加 速度 。 

13. 小 车 沿 水 平方 向 作 加 速 运动 ， 其 加 速度 a 三 0. 493m/s: 。 在 小 车 上 有 一 绕 轴 O pe 
动 的 轮子 ,转动 的 规律 为 p=, RP oA таа +. t 以 s 计 。 当 1=1s 时， 轮 缘 上 点 A 的 
位 置 如 图 7.34 所 示 。 若 轮 的 半径 r=0. 2m， 求 此 时 点 A 的 绝对 加 速度 。 





图 7.33 第 12 题 图 
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14. 如 图 7. 35 所 示 ， 圆 盘 绕 轴 AB 转动 ， 其 角速度 ф= 21, g rad/s iF, tUs 
计 。 点 M lB R ЕЕ JF POH hA 50), ӘНІНЕ» з= ОМ= 40, s) cm il, t 
以 s 计 。 半 径 OM 与 轴 AB 之 间 的 夹 角 为 60"， 试 求 : 当 1 二 1s 时 ,点 М 的 绝对 加 
速度 。 

15. 如 图 7.36 тох. FF OA 绕 轴 O 以 匀 角 速度 w 二 2rad/s 转动 ， 点 M fE OA 上 运 
动 ， 运 动 规律 为 +==2 十 3 ， 式 中 zx 以 cm 计 , ¿DL sih, 求 当 t=1s 时， 点 M 的 绝对 加 
速度 。 























图 7.35 第 14 题 图 图 7.36 第 15 题 图 
16. 如 图 7. 37 所 示 ， 摆 式 汽 饶 的 曲柄 ОА Д n = 300r/min 的 转速 转动 ， 曲 柄 ОА = 





0. lm。 若 在 汽缸 上 固 连 一 坐标 系 ， 试 求 当 击 柄 与 水 平 线 成 30" 且 汽 包 轴线 与 水 平 线 成 15° 
时 ,活塞 的 科 氏 加 速度 的 大 小 和 方向 。 

17. 如 图 7. 38 所 示 ， 直 线 AB 以 大 小 为 v 的 速度 沿 垂直 于 АВ 的 方向 向 上 移动 ; 直 
线 CD 以 大 小 为 w。 的 速度 沿 垂直 于 CD 的 方向 向 左上 下方 移 动 。 如 两 直线 的 夹 角 为 9， 试 求 
两 直线 交点 M 的 速度 。 


z 














图 7.37 第 16 题 图 图 7.38 第 17 题 图 


18. 一 半径 为 R 二 0. 2m 的 圆 盘 ， 绕 通过 点 A 垂直 于 圆 面 的 轴 转 动 。 动 点 M 以 匀速 度 
0,0. 4m/s 沿 圆 盘 边缘 运动 。 在 图 7. 39 所 示 位 置 圆 盘 的 角速度 w 王 2rad/s， 角 加 速度 a= 
4rad/s*。 求 在 该 瞬时 动 点 M 的 绝对 加 速度 。 

19. 如 图 7. 40 所 示 ， 大 圆 环保 持 静止 ， 其 半径 К=0. 5m， 小 圆 环 M 套 在 杆 AB 和 大 
МЖ Е. 40-304. АВ 转动 的 角速度 w= 二 2rad/s， 角 加 速度 a 二 2rad/s: 。 试 求 : 

(1) 该 瞬时 点 M 沿 大 圆 环 滑动 的 速度 ; 

(2) 该 瞬时 点 M WY AB 杆 滑动 的 速度 ; 

(3) 该 瞬时 点 M 绝对 加 速度 。 


w 


Жаа 





图 7.39 第 18 题 图 图 7.40 第 19 题 图 
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刚体 的 平面 运动 


教学 目标 


本 章 主要 研究 刚体 平面 运动 的 分 解 ， 平 面 运动 刚体 的 角速度 和 角 加 速度 ， 以 及 刚体 上 
各 点 的 速度 和 加 速度 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 


(1) 理解 平面 运动 、 基 点 、 速 度 瞬 心 、 瞬 时 平移 等 基本 概念 ， 了 解 平面 运动 简化 的 结果 。 
































(2) 掌握 求 平面 图 形 内 各 点 速度 的 3 种 方法 ， 即 基点 

(3) 熟练 应 用 基点 法 ， 求 平面 图 形 内 各 点 加 速度 ， 会 综合 应 运动 学 知识 求解 复杂 机 
构 的 运动 问题 。 

教学 要 求 

知识 要 点 能 力 要 求 

k kis (1) 理解 刚体 平面 运动 的 基 
auaa E| онна уч а) таз 
kawa kad (3) 理解 平 (3) RRAS 

求 平面 图 形 D 会 应 用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 连 度 


度 投影 式 求 刚体 内 各 点 志 2) 这 
瞻 心 法 求 平面 图 形 内 各 点 过度 (3) 应 用 3 种 
ұлан қазаланыаларатА БЕСІ 
内 各 点 的 加 速度 | (; 用 运动 学 知识 求解 实际 问题 


内 各 点 的 速度 




















l 
sÑ usan) 
È sene 


刚体 平面 运动 ; 刚体 平行 移动 ;刚体 绕 定 轴 转 动 ; 基点 ; 速度 合成 公式 ; 速度 投影 定 
理 ; 速度 瞬 心 ;瞬时 平移 ， 加 速度 合成 公式 。 


Ë ан 


刚体 的 平行 移动 和 刚体 绕 定 轴 转 动 是 工程 中 最 常见 且 最 简单 的 两 种 刚体 运动 形式 。 除 
此 之 外 ， 刚 体 还 可 以 有 更 复杂 的 运动 形式 ， 其 中 ， 刚 体 的 平面 运动 是 工程 机 械 中 较为 常见 
的 一 种 刚体 运动 ， 掌 握 其 运动 规律 是 分 析 和 计算 机 构 运动 的 重要 基础 。 研 究 刚体 平面 运动 
的 方法 是 在 分 析 平面 运动 特点 的 基础 上 ， 将 刚体 的 平面 运动 简化 为 平面 图 形 在 自身 平面 内 
的 运动 ， 建 立 刚体 平面 运动 的 运动 方程 ， 将 平面 运动 视 为 乎 动 和 转动 的 合成 ， 或 者 视 为 绕 
不 断 运动 的 轴 的 转动 。 本 章 将 研究 刚体 平面 运动 的 分 解 从 平面 运动 刚体 的 角速度 和 角 加 速 
度 ， 以 及 刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 的 计算 方法 

例如 ， 在 曲柄 夏子 机 构 中 ， 曲 柄 OA 以 匀 角 速度 oo 绕 轴 CO 转动 ， 曲 柄 OA КЖК, 
连 杆 AB 长 度 为 2R， RIBAR 沿 水 平 固定 面 作 纯 滚动 。 当 曲柄 OA 与 水 平 线 垂直 
时 ， 求 奢 子 的 角速度 和 角 加 速度 。 





| 8. 1 刚体 平面 运动 概述 和 运动 分 解 


8.1.1 刚体 平面 运动 的 概念 


在 工程 机 械 中 ,许多 零 部 件 的 运动 形式 既 不 是 简单 的 刚体 平 动 ， 也 不 是 简单 的 刚体 绕 
定 轴 的 转动 。 例 如 ,图 8. 1 所 示 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 的 运动 ,图 8.2 所 示 曲 柄 连 杆 机 构 
中 的 连 杆 AB 的 运动 ， 等 等 。 这 类 刚体 的 运动 有 一 个 共同 的 特点 ， 即 在 运动 中 ， 刚 体 上 任 
意 一 点 与 某 一 固定 平面 始终 保持 相等 的 距离 。 这 种 运动 称 为 平面 运动 。 





图 8.1 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 图 8. 2 ”曲柄 连 杆 机 构 中 连 杆 的 运动 


8.1.2 刚体 平面 运动 的 运动 方程 





根据 刚体 平面 运动 的 上 述 特点 ， 可 把 三 维 刚体 简化 到 一 个 二 维 平面 内 进行 研究 。 设 平 
(28077 
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面 P 为 某 一 固定 平面 ， 如 图 8. 3 所 示 。 作 平面 了 平行 于 平面 P。, 平面 P 横 截 刚 体 得 到 一 
平面 图 形 S。 由 平面 运动 的 定义 可 知 ， 当 刚体 运动 时 ,平面 图 形 5 必 在 平面 P 内 运动 。 在 
刚体 内 取 任 意 一 条 垂直 于 截面 S 的 线段 A1As， 其 与 截面 S 的 交点 为 A。 显 然 ， 当 刚体 运 
动 时 , RE AA: 总 是 垂直 于 平面 P， 作 平行 于 自身 的 运动 ， 即 线段 AA 平行 移动 。 由 
刚体 平 动 性 质 可 知 ， 线 段 A,A, 上 各 点 的 运动 完全 相同 。 这 样 ， 线 段 与 平面 图 形 的 交点 A 
的 运动 就 可 以 代表 整个 线段 的 运动 。 同 理 ， 作 垂 线 B,B:， 则 B.B, 与 平面 了 的 交点 B 的 
运动 就 可 以 代表 B B, 上 各 点 的 运动 。 而 刚体 可 看 成 无 数 条 与 A1A; 平行 的 线段 组 成 ， 因 
此 ,平面 图 形 S 的 运动 就 可 以 代表 整个 刚体 的 运动 。 简 而 言 之 ， 刚 体 的 平面 运动 可 以 简化 
为 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 的 运动 。 
为 了 描述 平面 图 形 的 运动 ， 在 平面 P 内 取 静 坐标 系 Ozy， 如 图 8.4 所 示 。 图 形 S 的 位 
置 可 由 其 上 任 一 线段 AB 的 位 置 来 确定 ， 而 线段 AB ӨУЕЛІ ААА ПАК га, ya 以 及 
线段 AB 与 固定 坐标 轴 Ox 间 的 夹 角 g 来 确定 。 当 平面 图 形 S 运动 时 ,点 A 的 坐标 za，2A 
和 夹 角 o ABIERTA z 的 单 值 连续 函数 ， 即 

TA=f1(t), ya = 5604 фе f, (O (8=1) 
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8.3 刚体 平面 运动 的 简化 图 8.4 平面 运动 的 描述 
式 (8- 1) 完全 确定 了 每 一 瞬时 平面 图 形 S 的 运动 ， 因 而 称 该 式 为 平面 图 形 的 运动 方程 。 


8.1.3 刚体 平面 运动 的 分 解 











式 (8-1) 可 见 ， 在 刚体 运动 中 ， 若 线段 AB 与 固定 坐标 轴 Ox 间 的 夹 角 ç 保持 不 变 ， 
则 刚体 将 按 点 A 的 运动 方程 x 王族 (7)，y4 王 (1) 作 平 动 。 若 点 A 的 坐标 不 变 ， 即 点 A 
不 动 ， 则 刚体 将 绕 垂直 于 图 形 S 的 轴 A 作 定 轴 转 动 ， 刚 体 的 运动 方程 为 =f. BE, 
在 一 般 情况 下 ,刚体 的 平面 运动 可 分 解 为 平 动 或 转动 。 

平面 运动 的 这 种 分 解 也 可 用 点 的 合成 运动 的 观点 加 以 解释 。 以 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 
为 例 ， 如 图 8. 5(a) 所 示 ， 以 车 厢 为 动 参考 体 ， 取 车 轮 轮 心 O 为 原点 建立 动 参考 系 O'x'y'， 
则 车 厢 的 平移 是 牵连 运动 ， 车 轮 绕 动 系 原点 O 的 转动 为 相对 运动 ， 牵连 运动 与 相对 运动 的 
合成 即 为 车 轮 的 绝对 运动 ， 即 车 轮作 平面 运动 。 单 独 车 轮作 平面 运动 时 ， 同 样 可 在 轮 心 O' 
处 固 连 一 个 平 动 参考 系 O xz' y's WA 8. 5(b) 所 示 ， 于 是 车 轮 这 种 较为 复杂 的 平面 运动 就 
分 解 为 平 动 和 转动 两 种 简单 的 运动 。 
对 于 任意 的 平面 运动 ， 可 在 平面 图 形 S 上任 取 一 点 O', 并 以 点 O 为 原点 建立 坐标 系 
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O'x'y', WWE 8.6 所 示 。 平面 图 形 S 运动 时 ， 坐 标 系 ОЗ” y 将 随 之 运动 ， 并 保持 原点 与 平 
MEJE S 上 的 点 O 重合 ， 且 Ox 和 0O'y' 轴 始终 与 Or 和 Oy 轴 平 行 。 定 义 点 O 为 基点 ， 则 
0O'z'y' 为 固 结 于 基点 O 上 的 平 动 坐标 系 。 这 样 ， 平 面 图 形 S 的 平面 运动 就 可 以 视 为 随同 基 
点 O 的 平 动 和 绕 基点 O 的 转动 这 两 种 基本 运动 的 合 






































图 8.5 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 图 8.6 静坐 标 系 和 平 动 坐标 系 


8.1.4 基点 的 选择 


研究 刚体 平面 运动 时 ， 可 以 选择 不 同 的 点 作为 基点 。 例 如 ， 图 8.7 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 
中 ,曲柄 OA 绕 轴 O 作 定 轴 转 动 , 滑 块 BB 沿 滑 槽 作 往复 直线 运动 ， 而 连 杆 АВ 则 作 平面 运 
动 。 若 以 B 为 基点 , 可 在 滑 块 8 土建 立 一 个 平 动 坐标 系 Bzy ， 则 杆 AB 的 平面 运动 分 解 为 




















随同 基点 B 的 平 动 和 在 动 系 Bx'y' 平 面 内 绕 基点 B 的 转动 ? 车 以 A 为 基点 ,可 在 点 A 建立 一 
个 平 动 坐标 系 Az3%， WEF AB 的 平面 运动 分 解 为 随同 基点 A 的 平 动 和 在 动 系 Ax"y" 内 绕 基 
点 A 的 转动 ,需要 指出 的 是 ， 在 上 述 运 动 分 解 中 ， 总 以 选 定 的 基点 为 原点 ， 建 立 一 个 作 平 
行 移动 的 动 参考 系 ， 因 此 ， 刚 体 绕 基点 的 转动 ， 是 指 相对 于 该 平 动 参考 系 的 转动 。 

由 上 面 的 分 析 可 知 ， 研 究 平面 运动 的 分 解 时 ， 基 点 的 选择 具有 任意 性 。 因 为 平面 图 形 





上 各 点 的 运动 不 同 ， 所 以 选择 不 同 的 基点 ， 平 动 坐标 系 的 运动 也 不 同 。 这 就 表明 ,平面 图 
形 运 动 分 解 的 平 动 部 分 与 基点 的 选择 有 关 。 那 么 , 平面 图 形 运 动 分 解 的 转动 部 分 是 否 与 基 
点 的 选择 有 关 呢 ? 

如 图 8. 8 所 示 ， 设 平面 图 形 S 由 位 置 工 运动 到 位 置 下 ， 分 别 以 线段 AB HA B 来 表 
示 平 面 图 形 S 的 位 置 。 若 以 点 A 为 基点 ， 则 先 将 线段 A 有 平移 至 A,B, ， 然 后 绕 点 Al 转 过 
Жә EAB 位 置 ; EUA BHES. WERE AB FHE AB 位 置 ， 然 后 绕 点 B 
转 过 角 ф Ж А.В, 位置 。 由 图 8. 8 可 见 ， 选 择 不 同 的 基点 ，AB 转 过 的 角度 相等 ， 即 

































































图 8.7 选取 不 同 基点 研究 连 杆 的 平面 运动 图 8.8 平面 运动 的 分 解 














第 8 晶 。 刚体 的 平面 运动 





Фф = (8-2) 
对 于 任意 瞬时 ， 上 式 均 成 立 。 因 而 ， 上 式 两 端 对 时 间 : 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 也 成 立 ， 即 
和 бө; «е. «о; (8-3) 
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综 上 所 述 ， 可 知 平面 运动 可 取 任 意 基点 而 分 解 为 平 动 和 转动 ， 其 中 平 动 速度 和 加 速度 
与 基点 的 选择 有 关 ， 而 平面 图 形 绕 基点 的 转动 的 角速度 和 角 加 速度 与 基点 的 选择 无 关 。 

仍 以 图 8. 7 所 示 的 连 杆 AB 为 例 ， 连 杆 AB 上 的 点 B 作 直 线 运动 ， 点 A 作 圆 周 运 动 ， 
可 见 ， 在 平面 图 形 上 选取 不 同 的 基点 ， 其 速度 和 加 速度 不 同 。 另 外 ， 由 图 8.7 可 见 ， 若 运 
动 起 始 时 OA АВ 均 处 于 水 平 位 置 ， 运动 中 任意 瞬时 ，AB 连 线 绕 点 A 或 绕 点 B 的 转 
角 ， 相 对 于 各 自 的 平 动 参考 系 Ar"y' 或 Br'y'， 都 等 于 相对 静 参 考 系 的 转角 gpg。 由 于 任意 瞬 
时 的 转角 相等 ， 其 角速度 和 角 加 速度 也 必 相 等 。 























| 8.2 求 平面 图 形 内 各 点 速度 的 基点 法 


根据 8.1 节 的 讨论 ， 任 何平 面 图形 的 运动 均 可 分 解 为 两 个 运动 :牵连 运动 ， 即 随同 
基点 O 的 平 动 ; @ 相 对 运动 ， 即 绕 基 点 .O' 的 转动 。 于 是 ,平面 图 形 内 任 一 点 M 的 运动 也 
是 两 个 运动 的 合成 ， 因 此， 可 采用 速度 合成 定理 来 求 它 的 速度 ， 这 种 方法 称 为 基点 法 。 

因为 牵连 运动 为 平 动 ， 所 以 点 ,M 的 牵连 速度 等 于 基点 的 速度 wo ， 如 图 8.9 所 示 。 又 
因为 点 M 的 相对 运动 是 以 点 O 为 圆心 的 圆周 运动 .所 以 点 M 的 相对 速度 即 为 平面 图 形 绕 
点 0' 转 动 时 点 M 的 速度 ， 以 wo 表示， 它 垂直 于 ОМ 而 指向 图 形 转动 的 方向 ， 其 大 小 为 
vm =0'M* w (8-4) 
жер. a 是 平面 图 形 角速度 的 绝对 值 。 以 速度 wo 和 vvo 为 边 作 速 度 平行 四 边 形 ， 如 图 8. 9 
所 示 。 由 图 8.9 可 见 ， 点 M 的 绝对 速度 就 是 速度 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 即 
VM= Vo омо (8-5) 
式 (8- 5) 即 为 平面 图 形 内 任意 点 M 的 速度 分 解 式 。 根 据 式 (8 - 5) ， 可 以 绘制 平面 图 形 内 直 
线 OM 上 各 点 的 速度 分 布 图 ， 如 图 8. 10 所 示 。 



































图 8.9 采用 基点 法 的 速度 合成 图 8.10 直线 O'M 上 各 点 的 速度 分 布 图 
于 是 可 以 得 出 结论 : 平面 图 形 内 任意 一 点 的 速度 等 于 基点 的 速度 与 该 点 随 图 形 绕 基点 
转动 速度 的 矢量 和 。 
根据 这 个 结论 ， 平 面 图 形 内 任意 两 点 A 和 B 的 速度 o, 和 vs 必 存 在 一 定 的 关系 。 若 
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d on 


选取 点 A 为 基点 ， 以 vm 表示 点 B 相对 于 点 A 的 相对 速度 ， 则 有 
vB= ол Бом (8-6) 


式 中 ， 相 对 速度 va 的 大 小 为 
vm SAB • w (8-7) 
其 方向 垂直 于 AB， 且 指向 图 形 转动 的 方向 。 

显然 ， 式 (8- 6) 为 矢量 表达 式 ， 包 含 va, vr 和 we 的 大 小 和 方向 共 6 个 要 素 ， 如 果 
已 知 其 中 的 任意 4 个 要 素 ， 就 可 以 利用 速度 平行 四 边 形 求 出 其 余 的 两 个 未 知 要 素 。 对 于 平 
面 图 形 的 运动 而 言 ， 点 的 相对 速度 vm 的 方向 总 是 已 知 的 ， 它 垂直 于 线段 AB。 因 此 ， 只 
需要 知道 任何 其 他 3 个 要 素 ， 便 可 作出 速度 平行 四 边 形 。 

应 用 基点 法 求 平面 图 形 上 一 点 的 速度 一 般 可 按 以 下 步 又 进行 :分析 平 面 图形 中 各 刚 
体 的 运动 ， 哪 些 刚 体 作 平 动 ， 哪 些 刚 体 作 转动 ， 哪 些 刚体 作 平面 运动 ; @ 研 究 作 平 面 运 动 
的 刚体 上 哪 一 点 速度 的 大 小 和 方向 已 知 ， 哪 一 点 速度 的 方向 或 大 小 未 知 ; @ 选 定 基 点 ( 设 
为 点 A)， 另 一 点 ( 设 为 点 B) 可 应 用 公式 ов = ол әм. 作 速 度 平行 四 边 形 ， 并 利用 几何 
关系 ,求解 平行 四 边 形 中 的 未 知 量 。 















































让 例 8. 1】 如 图 8. 11 所 示 平 面 机 构 中 ,AB= 
Вр= рЕ=1= З00тт. #1. Вр 平行 于 
AE; 杆 AB 的 角速度 为 二 5rad/s。 试 求 此 瞬时 
FF DE 的 角速度 和 杆 BD 中 点 C 的 速度 。 

解 : 杆 DE 绕 点 转动 ， 为 求 其 角速度 ， 可 先 














SRA D б. FF BD 作 平 面 运 动 ， 而 点 B NEE 
轴 转 动 刚体 AB 上 的 一 点 ， 点 B 的 速度 大 小 为 
图 8.11 平面 机 构 vp=wl=5X0. 3=1. 5(m/s) 


速度 vs 的 方向 与 杆 AB 垂直 ， 如 图 8. 11 所 示 。 对 于 作 平 面 运动 的 杆 ВО. про B A 
基点 ， 由 式 (8-6)， 有 
Vo= opa 
p. vn 的 大 小 和 方向 已 知 ，wis 的 方向 与 杆 BD 垂直; 点 D 的 速度 wo 的 方向 与 杆 DE 
垂直 。 作 速度 平行 四 边 形 ， 如 图 8. 11 所 示 。 根 据 此 瞬时 的 几何 关系 ， 有 
vp=vps =s = 1. 5m/s 


由 此 ， 解 得 该 瞬时 杆 DE 的 角速度 为 
o 901: 5 —5(rad/s) 


3 
瞬时 杆 DE 的 解 速度 方向 为 顺 时 针 转 向 。 
在 求 出 杆 BD 角速度 的 基础 上 ， 可 选择 点 BRAD 为 基点 , 求 杆 BD 上 任意 一 点 的 速 
度 。 若 仍 选择 点 B 为 基点 ， 则 杆 BD 中 点 C 的 速度 为 
0с vg H осв 
AP., vs 的 大 小 和 方向 均 为 已 知 ; wow 方向 与 杆 BD 垂直 .wcs 的 大 小 为 


vn ою * + —5x9,3—0.75(m/s) 


作 点 C 的 速度 平行 四 边 形 ， 如 图 8. 11 所 示 。 根 据 该 瞬时 速度 矢量 的 几何 关系 ， 可 得 此 时 
(290077 











Ба 
vc 的 方向 恰好 沿 杆 BD ， 其 大 小 为 
осу ua = 1. 57-0. 7572-41. 299(m/s) 
【 例 8.2】 半径 为 R 的 轮子 沿 直线 轨道 作 无 滑动 的 深 动 ,已 知 轮轴 O 以 匀速 vo 前 行 ， 
求 车 轮 的 角速度 和 边缘 上 点 B 的 速度 。 
解 : 已 知 轮子 作 无 滑动 的 滚动 ， 所 谓 无 滑动 就 是 车 轮 与 轨道 相互 接触 的 点 P 和 P' 具 
有 相同 的 速度 ， 因 为 轨道 静止 ， 所 以 车 轮 与 轨道 接触 点 的 速度 等 于 零 ， 即 
up 一 0 
取 点 卫 为 基点 ,轮轴 O 为 动 点 ， 根 据 式 (8-6)， 有 
vo= vp + væ 
设 车 轮转 动 的 角速度 为 w， 则 vor = Ко. H vp 二 0， 因 而 有 
vo= væ = Ro 
由 此 可 得 ， 车 轮转 动 的 角速度 为 w 二 vo/R， 方 向 为 顺 时 针 转 向 。 
再 以 轮轴 0 为 基点 ， 点 B 为 动 点 ,根据 式 (8 二 6)， 有 
vp = vot он 
式 中 ， 速 度 wo 的 大 小 和 方向 均 已 知 ， 速 度 v 届 方向 生 直 向 下 ， 且 ww 大 小 为 
vi m Rw= vo 
作 点 В 的 速度 平行 四 边 形 ， 如 图 8;12 所 示 。 根 据 速 度 矢量 的 几何 关系 ， 可 得 
us =V2vo 





其 方向 与 vo AIX ER 45° 

根据 式 (8 - 6)， 可 以 导出 速度 投影 定理 : 同一 平面 图 形 上 任意 两 点 的 速度 在 这 两 点 的 
连 线 上 的 投影 相等 。 

证 明 : 在 图 形 上 取 任 意 两 点 A MB, 它们 的 速度 分 别 为 va Mos. WE 8.13 所 示 ， 则 
两 点 的 速度 必须 符合 如 下 关系 : 


vs=va tvm 





图 8.12 车 轮 的 纯 滚动 图 8.13 平面 运动 刚体 上 
两 点 的 速度 投影 


将 上 式 两 端 往 直线 AB LR. HIH o). Cva) H on) RRE, va 
和 wm 在 直线 AB 上 的 投影 ， 则 
Сов)лв = Сол )лв Сова ав 


因为 vm 垂直 于 线段 AB， 所 以 (vm )лв 二 0。 从 而 有 
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速度 投影 定理 得 证 。 


(ов) ав = (vA)AB (8-8) 


【 例 8.3】 图 8. 14 所 示 的 平面 机 构 中 ， 
曲柄 OA 长 100mm， 以 角速度 w= 2rad/s 
转动 。 连 杆 AB 带动 授 杆 CD， 并 拖 动 轮 E 
沿 水 平面 滚动 。 已 知 CD==3CB， 图 示 位 置 
МАЛ, ВЖЕ 同 处 于 一 条 水 平 线 上 ， 且 
СОЗЕН ЕР, ЖАНЫМ E 的 速度 。 

解 : 点 A 既 在 曲柄 OA 上 ， 又 在 连 杆 
Р ` AB 上 ,曲柄 OA 作 绕 轴 O 的 定 轴 转 动 ， 杆 

图 8.14 平面 机 构 АВ 作 平 面 运 动 : 点 A 的 速度 为 
vA=w* OA=2X0. 1=0. 2(m/s) 

因为 点 BB 既 在 连 杆 AB Б. ХЕ СЮ E. MIET CD 绕 轴 C 作 定 轴 摆动 ， 所 以 点 
B 的 速度 vs 方向 垂直 于 播 杆 CD。 根据 速度 投影 定理 , 杆 AB 上 的 点 A 和 点 B 的 速度 在 
AB 上 的 投影 相等 ， 即 

















ugcos30" 主 内 
解 得 ， 点 B 的 速度 为 
va vA cos30°=0. 2309m/s 
摇 杆 CD 的 角速度 为 ww 二 va/CB， 从 而 点 D 的 速度 为 


UB 


®р==акр “ CD св” Ср= 300. 6928т/в 


Му ЕМДЕР Е. MEF DE E. 4 E ИКТ 5). ЕДА E AEN Ж 
向 右 。 根 据 速 度 投 影 定理 ， 杆 DE ЕТІ» ЖЗ E 的 速度 在 DE 上 的 投影 相等 ， 即 


06с0830° = 0р 








解 得 ， 点 下 的 速度 为 


VE 一 Up/cos30" 一 0. 8m/s 


| 8.3 求 平面 图 形 内 各 点 速度 的 瞬 心 ; 


利用 基点 法 求 平 面 图 形 内 任 一 点 的 速度 ， 基 点 是 可 以 任意 选择 的 。 如 果 某 瞬时 能 在 平 
面 图 形 上 找到 速度 为 零 的 点 作为 基点 ， 那么 问题 简单 得 多 。 
此 时 , 平面 图 形 上 任意 一 点 的 速度 就 等 于 绕 基点 转动 的 速度 。 
设 某 瞬 时 已 知 图 形 点 O 的 速度 为 wo， 图 形 的 角速度 为 w， 
如 图 8.15 所 示 。 过 点 O 顺 w 转 90" 作 垂直 于 vo 的 射线 OL”, 
在 射线 OL' 上 取 长 度 OC 二 vo/w， 定 出 点 C。 取 点 O 为 基点 ， 
则 点 C 相对 于 基点 O 的 速度 大 小 为 


= =o = 
Wo 一 DOC。，w 一 一 。w 一 如 
w 


























图 8.15 平面 图 形 速 度 退 心 
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第 8 量 。 刚体 的 平面 运动 
vm 的 方向 与 vo 方向 相反 ， 因 此 ,点 C 的 速度 大 小 为 


uc =v uco = 0 

即 在 此 瞬时 ， 图 形 上 点 C 的 速度 为 零 。 由 此 可 见 ， 一 般 情 况 下 ， 在 每 一 瞬时 ， 平 面 图 
形 内 或 者 平面 图 形 的 抽象 扩展 区 域 都 唯一 存在 速度 为 零 的 点 。 该 点 称 为 平面 图 形 在 该 瞬时 
的 瞬时 速度 中 心 ， 简 称 速度 瞬 心 。 

现 取 速 度 瞬 心 C 为 基点 ， 求 平面 图 形 上 一 点 A 的 速度 ， 如 图 8.16 所 示 。 由 于 基点 的 
瞬时 速度 为 零 ， 所 以 点 A 的 速度 为 

mA 一 0c 十 ax 一 mAc (8-9) 

由 式 (8-9) 可 见 , 平面 图 形 上 任意 一 点 的 绝对 速度 等 于 该 点 随 图 形 绕 速度 瞬 心 转动 的 

因此 , 平面 图 形 的 运动 可 以 看 作 是 绕 速度 瞬 心 作 瞬 时 转动 。 在 该 瞬时 图 形 上 各 点 的 束 
度 分 布 与 定 轴 转 动 刚 体 上 各 点 的 速度 的 分 布 相同 ， 如 图 8.16 所 示 。 图 形 上 任意 一 点 的 速 
度 的 大 小 与 该 点 到 速度 瞬 心 的 距离 成 正比 ， 速 度 的 方向 垂直 于 该 点 与 速度 瞬 心 的 并 
指向 图 形 转动 的 一 方 。 利 用 速度 瞬 心 求 平面 图 形 内 任意 一 点 的 速度 的 方法 称 为 瞬 心 法 。 值 
得 注意 的 是 ， 在 不 同 的 瞬时 ， 平 面 图 形 有 不 同 的 速度 瞬 心 ,刚体 平面 运动 可 归结 为 依次 绕 
一 系列 的 速度 瞬 心 的 瞬时 转动 。 

瞬 心 法 是 求 平面 图 形 内 任意 一 点 速度 的 一 种 比较 简单 的 方法 ， 应 用 这 种 方法 的 关键 在 
于 确定 速度 瞬 心 的 位 置 。 下 面 介绍 儿 种 确定 速度 瞬 心 的 方法 

(1) 已 知 某 瞬时 图 形 上 点 及 和 点 B 的 速度 方向 ,, 且 互 不 平行 。 分 别 作 A, B 两 点 的 速 
度 矢 量 的 垂 线 ， 两 线 的 交点 C 即 为 该 瞬时 图 形 的 速度 瞬 心 ， 如 图 8.16 所 示 。 例 如 ， 如 
图 8.17 所 示 曲 柄 滑 块 机 构 二 在 图 示 瞬 时 ， 连 杆 AB 端点 A 的 速度 方向 垂 于 曲柄 OA ， 端 点 
如 的 速度 方向 水 平 ， 两 速度 互 不 并 行 ， 因 而 两 速度 矢量 垂 线 的 交点 C 即 为 速度 瞬 心 。 
















































































图 8.16 平面 图 形 绕 速度 图 8.17 连 杆 4B 速度 退 心 的 确定 
瞬 心 瞬时 转动 





(2) 已 知 某 瞬时 图 形 上 点 A 和 点 B 的 速度 方向 相互 平行 且 垂直 于 AB 连 线 ， 并 已 知 点 
A 和 点 B 速度 的 大 小 。 由 速度 分 布 规律 可 知 ， 当 两 速度 大 小 不 等 而 方向 相同 时 ，AB ER 
与 两 速度 矢 端 连 线 的 延长 线 的 交点 就 是 速度 瞬 心 ， 如 图 8. 18(a) 所 示 ; 当 两 速度 方向 相反 
BF. AB 连 线 与 两 速度 矢 端 连 线 的 交点 C 即 为 速度 瞬 心 ， 如 图 8. 18(b) 所 示 。 
如 图 8. 18(c) 所 示 ， 当 A、B 两 点 的 速度 相互 平行 ,但 速度 矢量 不 与 AB 连 线 垂直 时 ， 
速度 瞬 心 在 无 穷 远 处 。 因 此 ， 该 瞬时 图 形 的 角速度 等 于 零 ， 图 形 内 各 点 的 速度 都 相等 ， 好 
像 图 形 作 平 动 一 样 ， 称 为 瞬时 平 动 。 应 当 注 意 ， 一 般 来 说 在 该 瞬时 点 的 加 速度 并 不 相同 。 


Хамас) 





























Ш suwan) 





图 8.18 两 点 速度 平行 时 速度 瞬 心 的 确定 


在 该 瞬时 之 后 ， 各 点 速度 也 不 相同 。 因 此 ,瞬时 平 动 与 刚体 作 平 行 移动 有 本 质 的 区 别 。 例 
如 ， 如 图 8. 19 所 示 ， 曲 柄 滑 块 机 构 中 的 连 杆 AB， 在 图 示 有 瞬时 ，vwh 与 v5 平行, Boa 与 
vs 不 与 连 杆 AB ЗЕН. ЭН AB 的 瞬时 角速度 wa 二 0, ол тов. EEF AB 作 瞬 时 平 动 。 

O 当 平 面 图 形 在 另 一 固定 面 上 只 滚动 而 不 滑动 时 直 于 固定 面 的 速度 为 零 ， 因 此 图 
形 上 与 固定 面 的 接触 点 即 为 图 形 的 速度 瞬 心 ， 如 图 8-20 所 示 。 

















图 8. 19“ 连 杆 AB ТЕВЕ) 图 8.20” 纯 滚动 平面 图 形 的 速度 瞬 心 


特别 需要 注意 的 是 ， 在 研究 某 一 物体 系统 的 运动 过 程 中 ， 每 一 平面 运动 物体 都 有 各 自 
的 速度 瞬 心 和 角速度 ， 不 能 把 几 个 图 形 放 在 一 起 来 确定 它们 的 速度 瞬 心 和 角速度 。 

【 例 8.41 1818.21 所 示 滚 压 机 构 的 滚 子 沿 水 平方 向 作 无 滑动 的 滚动 。 已 知 曲柄 OA 长 

12 H 150mm, 4% O 轴 的 转速 ?一 60r/min; 滚 子 的 半径 R= 

150mm。 求 当 有 曲柄 与 水 平面 的 夹 角 为 60"， 且 曲柄 与 连 杆 
AB 垂直 时 ， 深 子 的 角速度 和 深 子 前 进 的 速度 。 

Ж. 在 此 机 构 中 ， 曲 柄 ОЛ 作 定 轴 转 动 ， 连 杆 АВ Ж 
深 子 均 作 平面 运动 。 根 据 已 知 条 件 可 求 得 曲柄 与 连 杆 接 角 
点 A 的 速度 va 的 大 小 和 方向 。 深 子 与 AB 杆 通过 点 B 连 
接 ， 欲 求 滚 子 的 速度 ， 可 通过 分 析 AB 杆 的 运动 来 求 得 。 
由 于 点 B 的 速度 vs 沿 水 平 线 OB， 因 此 过 点 A ALAB 分 
Еол 和 ws WER. 交点 C, 即 为 连 杆 AB 在 图 示 瞬 时 的 
速度 瞬 心 。 
































曲柄 OA 的 角速度 为 
a rad/s) 


图 8. 21 曲柄 滚 子 机 构 因此 ， 点 A 的 速度 为 


o A 





第 8 量 。 刚体 的 平面 运动 


va =ОА • w=0.15X2x=0. 3x(m/s) 
从 而 ， 连 杆 AB 在 图 示 有 瞬时 的 角速度 为 



































Әл VA VA 0. Зл 2 rad/s) 
ФАР. AC, АВ .tan60 ОА .tan’60” 0.15X3 3 i 
因此 ， 点 B 的 速度 为 
` Ы = 5х 
ов = ВС, • wag АВ on сма. wAB Е ху 2 2a 1. 088(m/s) 


点 B 的 速度 方向 沿 水 平 线 OB 向 左 。 
因为 滚 子 沿 水 平方 向 作 无 滑动 的 滚动 ， 所 以 滚 子 与 水 平面 的 接触 点 Со 即 为 滚 子 的 速 
度 瞬 心 。 滚 子 的 角速度 ws 为 





=m — 08 —7.25Crad/9) 


转向 为 道 时 针 方向 。 

【 例 8.5】 如 图 8.22 所 示 , 已 知 杆 AB 的 长 度 
Hl, WIR A 的 速度 大 小 为 vw， 方向 水 平 向 左 , 24 
ЖАВ 与 水 平 线 的 夹 角 为 g 时 , Ж. (1) 杆 轨 BB 的 角 3 
速度 ;2) 滑 块 B 的 速度 和 杆 AB PA DHIE. 

解 :(1) 滑 块 A 和 B 速度 方向 已 知 , 过 点 A 7 

B 分 别 作 速度 矢量 va Жо, 的 垂 线 ， 两 垂 线 的 交 
点 C 即 为 杆 AB 的 速度 瞬 心 内 为 杆 AB 的 运动 可 
看 成 绕 瞬 心 的 瞬时 转动 “所 以 杆 AB 绕 速度 瞬 心 转 
动 的 角速度 wa 可 通过 点 A 的 速度 求 出 。 88.22 滑 块 连 杆 机 构 

LPa — ТА 
TAG ` Lsing 

(2) 求 出 杆 AB 的 角速度 wns 之 后 ， 应 用 速度 瞬 心 法 就 可 以 直接 求 出 滑 块 B ЖИН AB 

中 点 D 的 速度 。 滑 块 B 的 速度 为 














vp=BC* was = 8, = олсоїф 


方向 竖 直 向 上 ， 如 图 8.22 所 示 。 
ЖАВ 的 中 点 DD 的 速度 为 





elope sina 
方向 垂直 于 CD 连 线 ， 并 指向 左上 方 ， 如 图 8. 22 所 示 。 

本 题 中 滑 块 B 的 速度 还 可 应 用 基点 法 或 者 速度 投影 法 求解 ， 相 比较 而 言 ， 速 度 投 影 法 
最 为 简单 ， 但 是 ， 若 单独 采用 速度 投影 法 ， 则 不 能 求 出 杆 AB 的 角速度 。 








0С + ов = 











| 8.4 用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 的 加 速度 


如 前 所 述 ， 平面图 形 S 的 运动 可 分 解 为 两 部 分 : 四 随 基点 O 的 平 动 (牵连 运动 ); @ 绕 





e 


基点 O 的 相对 转动 (相对 运动 )。 如 图 8. 23 所 示 。 由 于 牵 
连 运动 为 平 动 因此， 平面 图 形 S 内 任意 一 点 的 加 速度 
可 以 用 加 速度 合成 定理 a, 二 a. 十 a; 求解 。 
设 平面 图 形 S 在 某 一 瞬时 的 角速度 为 w， 角 加 速度 为 
a， 其 上 点 O 的 加 速度 为 ao， 如 图 8.23 所 示 。 为 求 图 
上 任意 一 点 M 的 加 速度 ， 选 取 点 O 为 基点 ， 则 点 M 的 牵 
连 运动 是 随 基点 O 的 平 动 , 所 以 牵连 加 速度 a =аоз 点 
M 的 相对 运动 为 绕 基 点 O 的 转动 ， 因 此 相对 加 速度 а, = 
图 8. 233 采用 基点 法 的 awo， 它 可 分 解 为 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 ， 即 амо = 
加 速度 合成 amon Famo: o 于 是 有 
av 一 ao 十 Qvon 十 avou (8-10) 
上 式 表明 ,平面 图 形 内 任意 一 点 的 加 速度 等 于 基点 的 加 速度 与 绕 基 点 转动 的 切 向 加 速度 和 
法 向 加 速度 的 矢量 和 。 这 种 求 加 速度 的 方法 称 为 平面 运动 的 加 速度 合成 法 ， 也 称 基 点 法 。 
式 (8- 10) 中 ，awo, 为 点 M 绕 基 点 O 转动 的 法 向 加 速度 ， 指 向 基点 O， 大 小 为 



























































avon =ОМ + o° (8-11) 
avo 2055. M RIE O 转动 的 切 向 加 速度 ,方向 与 OM 垂直 ， 大 小 为 
аму =ОМ * а (8-12) 


式 (8 - 10) 为 平面 内 的 矢量 等 式 ' 在 利用 式 (8 - 10) 计 算 时 ， 往 往 需 将 式 (8 - 10) 向 恰 
当选 取 的 投影 轴 上 投影 ， 得 到 代数 方程 ， 然 后 求解 。 

【 例 8. 6】 椭圆 规 机 构 如 图 8. 24(a) 所 示 ， 已 知 'OD 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 ，OD= 
AD=BD=/!。 当 %=60" 时 ， 求 杆 AB 的 角速度 以 及 点 A 的 速度 和 加 速度 。 





8.24 ”椭圆 规 机 构 


т. (1) 速度 分 析 。 曲 柄 OD 绕 定 轴 O 转动 ， 点 D 的 速度 wp 大 小 和 方向 均 已 知 ， 滑 
块 A 作 直线 运动 ， 其 速度 wa 的 方向 已 知 。 过 点 A 和 点 DD 分 别 作 速度 和 撩 wa 和 wo HER., 
交点 C 即 为 杆 AB 的 速度 瞬 心 。 如 图 8. 24(a) 所 示 。 点 D 的 速度 大 小 为 
vp=OD* w=lw 





(BEY 


Еж Pi 


方向 垂直 于 OD。 则 在 图 示 瞬 时 ， 杆 AB 的 角速度 为 








w Op ор. lo 


Әл op OD l 1 ® 





点 A 的 速度 为 
va =CA • was=(OD+CD)sin60° • was =2lwsin60° =V3lw 
方向 沿 AO 水 平 向 左 。 





基点 ,点 D 的 加 速度 为 


ap 一 Lo 











方向 沿 OD 指向 O。 点 A 的 加 速度 为 
a,=ap+aa, aa 


体 的 平面 运动 


(2) 加 速度 分 析 。 曲 柄 OD 绕 定 轴 O 转动 ， 杆 AB 作 平 面 运动 。 取 杆 AB 上 的 点 DD 为 


(a) 


IP. ар 的 大 小 和 方向 以 及 aaps 的 大 小 和 方向 均 为 已 知 。 因 为 点 A 作 直 线 运动 ， 所 以 可 


假设 a, 的 方向 水 平 向 右 ; asp 垂直 于 AD， 其 方向 可 假设 为 斜 向 右上 方 。 如 图 
示 。qaans 的 方向 沿 AD 指向 点 D， 其 大 小 为 

алға ай, * AD=w > А-а) 

为 了 求 得 a 的 大 小 ， 取 & 轴 垂直 于 a … 将 式 (a) 往 轴 上 投影 有 

алсоѕр=арсоз(п— 24) — аль 

解 得 
apcos(z=—2e)—aap, _ w 1с0560° ~w l 
coso cos60° 


ал 为 负 值 ， 表 示 ад 在 图 示 瞬 时 的 实际 方向 为 水 平 向 左 ， 与 假设 方向 相反 。 








Lo 


8.24(b) 所 


如 图 8. 24Cb) 所 示 ， 若 将 式 (a) 往 5 轴 投 影 ， 还 可 求 得 aa 的 大 小 ， 并 据 此 进一步 求 得 


该 瞬时 杆 AB\ 的 角 加 速度 。 具 体 计算 过 程 如 下 : 
JO ç ha PL Рал. 将 式 (a) 往 8 轴 上 投影 ,有 


0 一 一 apsinp 十 aapssinp 十 Qaptcosp 




















解 得 
apsing—aapasine _ (w 1—а Г sine 
ал» 0 
cosg coso 
从 而 有 
ал 一 =0 


[0] 8.7] 图 8. 25(a) 所 示 的 曲柄 矿 子 机 构 中 ， 曲 柄 OA 以 匀 角 速度 wo 绕 轴 O 转动 ， 





EF 线 垂直 时 ， 





0A 一 R，AB 一 2R， 达 子 半径 为 R， 沿 水 平 固定 面 作 纯 滚动 。 当 曲柄 OA 与 水 于 
求 矿 子 的 角速度 和 角 加 速度 。 




















т. (1) 速度 分 析 。 曲 柄 OA SEER O 转动 ， 连 杆 AB 作 平 面 运动 ， 矿 子 作 纯 滚 动 。 
在 图 示 瞬 时 ， 连 杆 AB 上 点 A 和 点 B 的 速度 都 是 水 平方 向 ， 相 互 平行 ， 且 速度 和 撩 wa 与 wp 








不 垂直 于 连 线 AB 。 如 图 8. 25(a) 所 示 。 因 此 ， 连 杆 AB 作 瞬 时 平 动 ， 于 是 有 


wap—=0, ов = ол оок 





н В Еи, А, RF B 与 地 面 接触 的 点 即 为 速度 瞬 心 ， 其 角速度 为 


Sam 


Жаа 





Р 8.25 ”曲柄 矿 子 机 构 


N. En 
w =R 一 oo 


(2) 加 速度 分 析 。 欲 求 矿 子 的 角 加 速度 ， 需 先 求 出 点 B 的 加 速度 。 为 此 ， 取 连 杆 AB 






上 的 点 A 为 基点 ， 点 的 加 速度 as 以 及 a 的 大 小 和 方向 均 已 知 ， 点 B 作 直线 运动 ， 假 设 
as 的 方向 水 平 向 右 ; am 垂 直 于 AB， 其 方向 可 假设 为 斜 向 左下 方 ， 如 图 8. 25(b) 所 示 。 





点 B 的 加 速度 为 
аһ--ал Ғана, Бава. (а) 
因为 连 杆 АВ (ЕНЕ). wan --0. 所 以 aaus=0。 点 A 的 加 速度 大 小 为 
алта“ ОА= Ко, 








将 式 (a) 往 & 轴 投影 有 
—ancos30°= —aacós60° 
解 得 
адсоѕ60° 25 1 a 
ав с0530° V3 ШІН Reo 37% 











从 而 有 
ав _ УЗКа) _ VS 2 
op p 3R 7772700 
ав Жаз 的 计算 结果 均 为 正 值 ， 表 示 假 设 的 方向 和 实际 的 方向 一 致 ， 即 点 B IERE а, 的 
方向 水 平 向 右 ， 磋 子 B 的 角 加 速度 as 的 方向 为 顺 时 针 方 向 。 
【 例 8.8】 如 图 8.26(a) 所 示 ， 和 车 轮 沿 直 线 轨道 作 纯 滚动 。 已 知 车 轮 半 径 为 R， 中 心 O 
的 速度 为 vo。， 加 速度 为 ao。 求 车 轮 上 速度 瞬 心 C 的 加 速度 。 




















(a) (b) (с) 
图 8. 26 “车轮 沿 直线 轨道 作 纯 滚动 


sy 


第 8 晶 。 刚体 的 平面 运动 


т. (1) 当 车 轮作 纯 滚动 时 ， 车 轮 与 地 面 接触 点 C 即 为 车 轮 的 速度 瞬 心 。 根 据 
vo=OC • w=Rw 
可 得 


vo 
w= (a) 


R 
此 即 为 车 轮 的 角速度 ， 方 向 为 顺 时 针 转 向 ， 如 图 8. 26(a) 所 示 。 
车 轮 的 角 加 速度 a 等 于 角速度 对 时 间 的 一 阶 导 数 。 因 为 式 (a) 对 于 任何 瞬时 均 成 立 ， 
所 以 可 对 时 间 上 取 一 阶 导数 ， 得 




















—dw_ а (10 
0—4 (0) 
式 中 ， 车 轮 半径 民 为 常数 。 因 而 ， 式 (b) 可 化 为 
а= 90 (e) 


因为 轮 心 O 作 直线 运动 ， 所 以 它 的 速度 vo 对 时 间 的 三 阶 导数 等 于 轮 心 O 的 加 速度 
ao， 从 而 ， 式 (c) 可 化 为 


а 60—40 (d) 
车 轮作 平面 运动 。 为 了 求 得 速度 瞬 心 C 的 加 速度 ， 取 轮 心 O 为 基点 ， 由 
式 (8-10)， 有 
ас--ао-Ғасоһ “аа (e) 
式 中 


vo 


acon = Ка R: ао = Ra=R * R ao 
acos 的 方向 沿 直线 CO 指向 轮 心 D，aco, 的 方向 水 平 向 左 ，aco 与 ao 的 大 小 相等 ， 方 向 相 
М. ШЕ! 8.26 Жж. 
将 式 (e) 往 & 轴 投影 可 得 








ас=асљ 
此 可 见 ， 速 度 瞬 心 СОЙЛЕ Е АЧА E. ЦЕКО ЫЙ LEE SI ASW aJ 0 
纯 滚动 时 ， 速 度 瞬 心 C 的 加 速度 指向 轮 心 O， 如 图 8. 26(c) 所 示 。 


























1. 刚体 内 任意 一 点 在 运动 过 程 中 始终 与 某 一 固定 平面 保持 不 变 的 距离 ， 这 种 运动 
称 为 刚体 的 平面 运动 。 平 行 于 固定 平面 所 截 出 的 任何 平面 均 可 代表 该 刚体 的 运动 。 

2. 研究 平面 运动 的 方法 有 基点 法 和 有 瞬 心 法 。 

3. 基点 法 

(1) 平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 的 平 动 和 绕 基 点 的 转动 。 平 动 为 衬 连 运动 ， 
它 与 基点 的 选择 有 关 ; 转动 为 相对 于 平 动 参 考 系 的 运动 ， 它 与 基点 的 选择 无 关 。 








“шөгу 


Шекіш 


(2) 在 平面 图 形 上 选取 O 为 基点 ， 则 其 上 任意 一 点 M 的 速度 为 
VM= vot vw 
(3) 平面 图 形 上 任意 两 点 A 和 B 的 速度 满足 过度 投影 定理 ， 即 
Съв)лв = Сол )ав 
(4) 在 平面 图 形 上 选取 O 为 基点 ， 则 其 上 任意 一 点 M 的 加 速度 为 
ам ао ам» Ғам» 





4. Қы 
O 平面 图 形 内 某 一 瞬时 绝对 速度 等 于 零 的 点 称 为 该 瞬时 的 瞬时 速度 中 心 ， 简 称 
яв, 
(2) тантаналы ЕВС ЕВЕ kah, 
O 平面 图 形 内 任意 一 点 M 的 速度 大 小 为 
vu=w* СМ 
式 中 ，CIM 为 点 M 到 速度 瞬 心 C 的 距离 ， vw 垂直 于 M 与 C 两 点 的 连 线 ， 并 指向 图 形 
转动 的 方向 。 
(4) 平面 图 形 绕 速 度 瞬 心 转动 的 角 加 度 等 于 绕 任意 基点 转动 的 角速度 。 











思 考题 





1. 刚体 平面 运动 可 以 分 解 为 平 动 和 转动 ， 那 么 刚体 的 定 轴 转 动 是 不 是 平面 运动 的 特 
殊 情况 ?刚体 的 平 动 是 否 一 定 是 平面 运动 的 特殊 情况 ? 
2. 如 图 8.27 所 示 ， 平 面 图 形 上 两 点 A、B 的 速度 方向 可 能 是 这 样 吗 ? 为 什么 ? 








(a) (b) 
8.27 第 2 题 图 


З. 平面 运动 构件 上 任意 一 点 的 速度 有 几 种 求法 ? 那 种 方法 是 最 基本 的 方法 ? 这 些 方 
法 的 本 质 是 什么 ? 哪 几 种 方法 可 以 求 出 构件 的 角速度 w? 

4. 刚体 的 平 动 和 刚体 的 瞬时 平 动 有 何 异 同 ? 平面 运动 刚体 绕 速度 瞬 心 的 转动 和 刚体 
绕 定 轴 转动 有 何 异同 ? 

5. 平面 运动 刚体 速度 瞬 心 的 速度 为 零 , 加 速度 又 等 于 速度 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 因 此 ， 
速度 瞬 心 的 加 速度 也 为 零 。 这 种 说 法 正确 吗 ? 为 什么 ? 

6. WEH: 当 w 一 0 时， 平面 图 形 上 两 点 的 加 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 
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7. 如 图 8.28 所 示 ，O1A 的 角速度 为 。,， 板 АВС 和 杆 O1A Biik. HETH ОЛЖАС 
上 各 点 的 速度 分 布 规律 对 不 对 ? 为 什么 ? 

8. ТАВ 作 平 面 运动 ， 图 示 瞬 时 A、B 两 点 速度 va。、ws 的 大 小 和 方向 均 为 已 知 ，C、 
D 两 点 分 别 是 v4。、ws 的 矢 端 ， 如 图 8. 29 所 示 。 试 问 : 





c 


Y 





A E B 


图 8.28 ЕЯ 8.29 作 平 面 运动 的 杆 件 


(1) 杆 AB 上 各 点 速度 矢 的 端点 是 否 都 在 直线 CD E? 
(2) XF AB 上 任意 一 点 已 ， 设 其 速度 矢 端 为 H. IAA H 的 位 置 如 何 确定 ? 
G) 设 杆 AB 无 限 长 ， 它 与 CD 的 延长 线 交 于 点 已. WA 已 的 瞬时 速度 必 为 零 ， 对 吗 ? 


习 题 
1. 如 图 8. 30 所 示 ， 杆 AB 的 A 端 沿 水 平方 向 以 等 速 o 运动， 在 运动 时 杆 恒 与 一 半 
圆柱 相 切 ， 圆 柱 的 半径 为 RR， 当 杆 与 水 平 线 间 的 夹 角 为 09 时, ЖАЯ 0 表示 杆 AB 的 角 
速度 。 
2. 如 图 8. 31 所 示 ， 偏 置 曲柄 滑 块 机 构 的 曲柄 OA 以 角速度 w 二 1. 5rad/s 绕 轴 O 〇 转动 。 
ЕЛІ r=0.4m, /三 2m, А0. 2m。 当 曲柄 OA 与 连 杆 AB ЖЕҢІМ, ЖИН В 的 速度 。 


























图 8.30 与 半圆 柱 相 切 的 杆 的 运动 图 8.31 偏 置 曲柄 滑 块 机 构 


3. 如 图 8. 32 所 示 ， 两 平行 齿 条 沿 相同 的 方向 运动 ， 速 度 大 小 不 同 , wi 二 6m/s,， v= 
2m/s。 具 条 之 间 夹 有 一 半径 R 一 0. 5m 的 齿轮 。 试 求 齿 轮 的 角速度 及 其 中 心 O 的 速度 。 

4. 如 图 8. 33 所 示 ， 贸 链 四 杆 机 构 O,ABO; 中 ,0O1A 二 0:B 二 AB/2 二 1， 曲 柄 OA 的 
角速度 w% 二 3rad/s。 当 曲柄 O, A 在 水 平 位 置 而 曲柄 OB 恰好 在 铅 直 位 置 时 ， 求 连 杆 AB 和 
曲柄 OB 的 角速度 。 








М4 


Жаа 














图 8.32 齿轮 齿 条 传动 机 构 В 8.33 ЕРІ 
5. 如 图 8. 34 所 示 , 已 知 曲柄 OA Kr=0. 3m, CBK 2r, ОА 以 角速度 w==4rad/s 顺 
时 针 方 向 转动 。 求 点 B 的 速度 和 杆 CB 的 角速度 。 
6. 图 8.35 所 示 的 一 传动 机 构 ， 当 OA 绕 轴 O, 转动 时 可 使 圆 轮 绕 轴 O, 转动 。 设 
ОА=0. 15m, О,В-0. 1m， 在 图 示 位 置 ，w= 二 2rad/s， 试 求 圆 轮转 动 的 角速度 。 











图 8.34 ФИН 图 8.35 第 6 题 图 
т. 图 8. 36 所 示 的 行星 传动 机 构 , 平衡 杆 OA 绕 轴 O 转动 ， 并 通过 连 杆 AB 带动 曲 
О, В; 而 曲柄 O, В 活动 地 安装 在 轴 O。 上。 在 轴 O 上 装 有 齿轮 工 ， W4 -54T АВ |М 
РЖ. Вя = =0.3 (3 т. ОА =0. 75т, АВ=1. 5m; 又 平衡 杆 的 角速度 о = 
6rad/s, 24 у=60°, 8= 90°}. ІН ОВ 和 齿轮 工 的 角速度 。 
8. 如 图 8.37 HER. 曲柄 连 杆 机 构 在 其 连 杆 AB Ф СЕВЕ ВСЮ 相连 ，CD 杆 














图 8.36 行星 传动 机 构 图 8.37 ”曲柄 滑 块 机 构 
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JELEIT DE ЖЕ, Ж РЕЗЕ 转动 。 ЕЛІ ОА =0. 25, ПЕ- Іш, ИН о 


8rad/s, "í B. ЕМА НА, O, A, BZA 


的 角速度 。 


同 处 水 平 线 ， 且 CD | DE nt, REF DE 





9. 小 型 压榨 机 如 图 8.38 所 示 , 已 知 OLA=O,B=0.1m, EB=BD=AD=0.4m, H 


在 图 示 瞬 
置 ，O1D、 
120r/min, 











4. OA | Ар. DE | ОВ. OD 在 水 平 位 
EF 在 铅 直 位 置 , 曲柄 OLA 的 转速 n= 


试 求 此 时 压 头 下 的 速度 。 








10. 

















绕 轴 OO 转动 ,通过 长 АВ-Іт ЙЕ 
图 示 位 置 ， 0 二 45"，B 二 45"。 试 求 此 时 
连 杆 AB 的 角速度 和 和 角 加 速度 ， 以 及 滑 块 В 的 速度 和 


直 导 轨 运 动 。 在 





加 速度 。 


11. 半径 为 R 的 轮子 沿 水 平面 作 纯 滚 动 ， 在 轮子 
上 有 一 圆柱 部 分 ， 其 半径 为 r. ШІН 8.40 Мы. 将 线 








8. 39 所 示 曲 柄 OA = 0. 2m， 以 等 角速度 
ӘНЕ B т 


аю 





绕 于 圆柱 上 ， 线 的 B 端 以 速度 和 加 速度 a 沿 水 平方 Бъз. какви 
向 运动 ， 求 轮子 的 轴 心 О 的 速度 和 加 速度 。 





8.39 曲柄 滑 块 机 构 





12. 图 8. 41 所 示 机 构 ， 曲 柄 OA 以 等 角速度 w 
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8.40 (ЕЕЕ 


=2rad/s 绕 轴 O 转动 ， 并 通过 连 杆 AB 




















驱动 半径 为 7 的 轮子 在 半径 为 R 的 圆 弧 槽 中 作 无 滑动 的 滚动 。 设 OA=AB=R=2r=1m, 


求 图 示 瞬 





RES B 和 点 C 的 速度 和 加 速度 。 








13. 图 8. 42 所 示 机 构 ， 曲 柄 OA 以 等 角速度 wo 绕 轴 O 转动 ， 其 长 度 为 ">，AB 一 6r， 
BC=3Vv3r。 求 图 示 位 置 滑 块 С 的 速度 和 加 速度 。 














14. É 


0.1V3m。 





8.43 所 示 机 构 ， 曲柄 OA 的 角速度 ov 


4rad/s, OA=BD=DE=0. 1m, ЕЕ 





在 图 示 位 置 ， 水 了 











F 线 OB | ОА. DE | EF. А В. D, Ет] — 28 6. і 
求 杆 EF 的 角速度 和 滑 块 的 速度 











15. 插 齿 机 传动 机 构 如 图 8. 44 所 示 ， 已 知 曲柄 0.A 二 +， 其 转动 的 角速度 为 。， 扇 齿 
轮 半 径 为 0。 在 图 示 瞬 时 ， 连 线 O, B 垂直 于 水 平 线 O,B， 试 求 此 时 插 刀 M 的 速度 。 
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力学 (第 2 版) 











图 8.43 第 14 题 图 8.44 插 齿 机 传动 机 构 
16. 图 8.45 所 示 的 曲柄 滑 块 机 构 ， 曲 柄 OA 绕 轴 O 转动 ， 其 角速度 、 角 加 速度 分 别 


H w Мао» 


通过 连 杆 AB WAN B 沿 圆 形 槽 运动 。 若 ОА =, АВ=2 /3r. O, B=2r, 


试 求 在 图 示 位 置 滑 块 B 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 。 


17. 图 


8.46 Јл ИО ВЕЧА, ШН OA 以 等 角速度 wo 绕 轴 O, 转动 。 已 知 


ОА=ғ. ,В=г. Жі ОО LOA, ZO,AB= ZBO,O, = 45°, WRES B Ky 
加 速度 和 杆 O, В 的 角 加 速度 。 
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8.45 曲柄 滑 块 机 构 图 8.46 SEEFF 
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质点 动力 学 基本 方程 


教学 目标 


本 章 讲 述 质 点 动力 学 基本 方程 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 


(1) 理解 质点 、 质 点 系 、 
(2) 熟练 掌握 质点 





动 微分 方程 。 


惯性 坐标 系 、 牛 顿 定律 等 基本 概念 。 


(3) 能 熟练 运用 动力 学 基本 定律 分 析 、 解 决 动力 学 两 类 基本 问题 。 


教学 要 求 





知识 要 点 


相关 知识 





(1) 惯性 定律 
(2) 力 与 加 速度 之 间 的 关系 定律 
(3) 作用 力 与 反作用 力 定律 





动力 学 两 类 
基本 问题 











(1) 已 知 质点 的 运动 ， 求 作用 于 质点 
的 力 
(2) 已 知 作用 于 质点 的 力 ， 求 质点 的 
运动 





l 
ШЕ... Е 
Же. 


质点 ; 质点 系 ; 惯性 坐标 系 ; 动力 学 基本 方程 ; 动力 学 的 两 类 基本 问题 。 


Ф ан 


在 静 力学 中 ， 我 们 分 析 了 作用 于 物体 上 的 力 及 物体 在 力 系 作 用 下 的 平衡 问题 。 在 运动 
学 中 ， 我 们 从 几何 角度 分 析 了 物体 的 运动 。 

从 本 章 开始 ， 我 们 研究 理论 力学 第 三 部 分 内 容 ， 即 动力 学 。 动 力学 是 研究 物体 的 机 械 
运动 与 作用 力 之 间 关 系 的 科学 。 

在 动力 学 中 物体 抽象 模型 有 质点 和 质点 系 。 质 点 是 具有 一 定 质 量 而 几何 形状 和 尺寸 大 
小 可 以 忽略 不 计 的 物体 。 例 如 ， 在 研究 天 体 运动 时 的 轨道 ,星球 形状 和 大 小 对 所 研究 的 问 
题 不 起 主要 作用 ， 可 以 忽略 不 计 。 因 此 ， 可 将 星球 抽象 为 一 个 质量 集中 在 重心 的 质点 ; 刚 
体 作 平 动 时 ， 因 其 内 部 各 点 的 运动 情况 相同 ， 同 样 可 以 将 它 抽 象 为 一 个 质点 来 研究 。 

如 果 物 体 的 形状 大 小 在 所 研究 的 问题 中 不 可 忽略 ,= 或 刚体 的 运动 不 是 平 动 ， 则 物体 应 
抽象 为 质点 系 。 所 谓 质点 系 是 由 几 个 或 无 限 企 有 联系 的 质点 组 成 的 系统 。 固 体 、 流 体 、 气 
体 、 太 阳 系 等 都 是 质点 系 。 刚 体 是 质点 系 的 一 种 特殊 情形 ， 其 任意 两 个 质点 间 的 距离 保持 
不 变 ， 也 叫 不 变质 点 系 。 





| 9.1 惯性 坐标 系 定 义 


同一 物体 ,对 于 不 同 的 坐标 系 来 说 ,运动 情况 是 不 同 的 。 适 用 于 牛顿 定律 的 坐标 系 称 
为 惯性 坐标 系 ,实践 证 明 ， 在 绝 大 多 数 工程 问题 中 ,可 取 固 结 于 地 球 的 坐标 系 为 惯性 坐标 
系 ， 只 是 对 于 某 些 必须 考虑 地 球 自转 的 影响 问题 (如 落体 对 铅球 垂 线 的 偏离 等 ) 才 选取 以 地 
心 为 原点 ， 而 З 个 坐标 轴 指 向 3 个 恒星 的 坐标 系 为 惯性 坐标 系 。 在 以 后 的 章节 中 ， 如 果 没 
有 特殊 说 明 ， 所 有 运动 都 是 对 惯性 坐标 系 而 言 的 。 物 质 在 惯性 坐标 系 中 的 运动 称 为 绝对 运 
动 ， 人们 也 习惯 地 把 惯性 坐标 系 称 为 静坐 标 系 或 固定 坐标 系 。 


| 9.2 牛顿 定律 


动力 学 的 基本 定律 是 牛顿 提出 的 3 个 定律 ， 即 所 谓 的 牛顿 三 定律 。 
第 一 定律 ”任何 物体 ， 如 不 受 外 力作 用 ,将 保持 静止 或 作 匀 速 直 线 运动 的 状态 。 

第 二 定律 ”质点 受到 外 力作 用 时 ， 所 产生 的 加 速度 的 大 小 与 力 的 大 小 成 正比 ， 而 与 质 
点 的 质量 成 反比 ， 加 速度 的 方向 与 力 的 方向 相同 。 这 一 定律 的 数学 公式 可 表示 为 : 

F=ma 

RP., т 为 质点 的 质量 ; 而 二 2F; 是 指 作用 于 质点 的 所 有 力 的 合力 。 
第 三 定律 ” 即 反作用 定律 ,两 物体 间 相 互 作用 的 力 ( 作 用 力 与 反作用 力 ) 同 时 存在 ， 大 
小 相等 ， 作 用 线 相同 而 指向 相反 。 


EA 
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受 外 力作 用 时 ， 物 体 将 保持 静止 或 匀速 直线 运动 状态 的 属性 称 为 惯性 。 所 以 第 一 定 
和 而 匀速 直线 运动 也 称 为 惯性 运动 。 由 此 可 见 ， 假 设 以 相等 的 力作 用 于 
不 同 的 质点 ， 2. 愈 大 ， 它 的 惯性 也 愈 大 。 ua ОЕ СА е 
在 古典 力学 里 ,一 个 物体 的 质量 т 被 看 作 是 常量 ， 不 因为 物体 的 运动 状态 不 同 而 改 
变 。 ww 物体 的 质量 将 随 运 动 束 度 而 变化 ， 但 只 有 当 物 体 的 速度 可 与 光 
的 速度 相 比 时 ， 变 化 才 显著 。 在 古典 力学 里 ， 由 于 所 考察 的 物体 的 机 械 运 动 速度 都 远 小 于 
光速 ， 因 而 认为 物体 的 质量 为 常量 已 足够 精确 。 

任 一 物体 的 质量 m 与 它 的 重力 P 之 间 存在 着 如 下 关系 : 
P=mg 
































式 中 g 是 重力 加 速度 。 
显然 ， 质 量 与 重力 是 两 个 不 同 的 概念 。 
因为 第 二 定律 是 就 一 个 质点 而 言 的 ， 而 理论 力学 中 的 问题 ， 大 量 是 关于 质点 系 的 。 要 
使 根据 第 二 定律 建立 起 来 的 质点 动力 学 理论 推广 应 用 于 质点 系 ， 就 必须 利用 反作用 定律 。 
反作用 定律 对 于 研究 质点 系 的 动力 学 问题 具有 重要 的 意义 。 























| 9.3 质点 运动 微分 方程 
Re -质点 M， 质 量 为 jn; 作用 于 该 质点 的 所 有 的 力 的 合力 为 F 王 交 F;， 如 图 9. 1 所 
示 。 令 质点 的 加 速度 为 a WA: 
ma =F (9-10 
运动 学 已 知 ,“ 当 用 质点 M 对 坐标 原点 © 的 矢 径 
r 来 表明 它 的 位 置 时 ， 质 点 的 加 速度 a 的 大 小 为 : 
=% gr 
“ а 
式 中 , v 是 质点 的 速度 。 于 是 方程 可 以 改写 为 : 
m =F 或 те (9-20 
这 就 是 矢量 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 过 原点 O 


取 直 角 坐 标 系 Ozyz ， 将 方程 投影 到 各 坐标 轴 上 ， 就 得 图 9.1 作用 于 质点 的 合力 
到 了 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 : 


тх Е,, ту Е,, m43 Е, (9-32 


AP, Е. Fy, Е. 分 别 为 作用 于 质点 的 各 力 在 +、y、< 轴 上 的 投影 之 和 。 
如 果 质 点 作 平面 曲线 运动 ， 取 运动 平面 为 Ory 平面 ， 则 方程 成 为 : 






































dx 
m 


Pse т кеі Е,. Е.=0 (9-4) 
如 果 质 点 作 直 线 运动 ， 取 xz 轴 为 质点 运动 直线 . 则 方程 成 为 : 
п Е, Е,=0, Е.=0 (9-5) 
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设 已 知 质点 的 运动 轨迹 曲线 ， 以 轨迹 曲线 在 质点 所 在 处 的 切线 r( 指 向 曲线 正方 向 )、 
法 线 n( 指 向 曲率 中 心 ) 及 垂直 于 + 入 Wo 为 自然 坐标 轴 ， 如 图 9. 2(a) 所 示 。 将 方程 投影 
到 自然 坐标 轴 上 ， 有 








ma,=F.. та,--Е,. ma,=F, 





图 9.2 自然 坐标 与 极 坐标 











但 
-4: SNI 
а= а у) 
HUMOR fE b 2718 ВЕ а,-0. 于 是 
m ap =F,, F,=0 (9-6) 
dt? 0 


这 就 是 自然 坐标 轴 形 式 的 质点 运动 微分 方程 。 
当 质 点 作 平 面 曲线 运动 时 ， 如 采用 极 坐标 表示 法 ,如 图 9. 2(b) 所 示 ， 则 质点 的 加 速 


а-(0-рФӘр,--(рф +2рф)ф, 
于 是 将 方程 两 边 投影 到 记 及 名 方向， 就 得 到 
т(б-офӘУ-Е, т(ф +2рф)=Е, 
自然 ， 所 有 的 力 在 垂直 于 曲线 平面 方向 如 = 轴 上 的 投影 之 和 必须 等 于 零 ， 即 Е.-0, 

















| 9.4 质点 动力 学 两 类 问题 的 应 用 


质点 动力 学 的 问题 基本 可 以 分 为 两 类 。 

(1) 设 已 知 质点 的 运动 规律 ， 需 求 质点 所 受 的 力 ， 则 不 难 用 微分 方程 求 得 解答 。 

(2) 设 已 知 作用 于 质点 的 力 ， 需 求 质点 的 运动 规律 ， 则 归结 为 求解 运动 微分 方程 。 在 
一 般 情况 下 ， 作 用 于 质点 的 力 可 能 是 时 间 、 质 点 的 位 置 坐标 、 速 度 的 函数 。 只 有 当 函 数 关 
系 较 简单 时 ， 才 能 求 得 微分 方程 的 精确 解 ; 如 果 函 数 关系 复杂 ， 求解 将 非常 困难 ， 有 时 只 
能 满足 于 求 出 近似 解 。 此 外 ,求解 微分 方程 时 将 出 现 积分 常数 ， 这 些 积分 常数 ， 须 根据 质 
点 运动 的 初始 条 件 和 初始 位 置 坐标 来 决定 ， 所 以 对 这 一 类 问题 ， 除 了 作用 于 质点 的 力 以 
外 ， 还 必须 知道 质点 运动 的 初始 条 件 ， 才 能 完全 确定 质点 的 运动 。 顺 便 说 明 ， 对 受 约束 的 
非 自由 质点 ， 微 分 方程 中 自然 也 包括 质点 所 受到 的 约束 力 ， 除 此 之 外 ， 质 点 的 运动 还 必须 
满足 约束 对 它 施 加 的 限制 条 件 。 关 于 约束 力 的 方向 ， 同 静 力 学 中 一 样 ， 决 定 于 约束 的 性 
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质 ; 而 约束 力 的 大 小 则 是 未 知 量 ， 应 根据 质点 的 运动 来 求 得 。 

对 于 质点 系 ， 原 则 上 可 以 就 每 个 质点 写 出 运动 微分 方程 。 但 是 ， 由 于 各 质点 的 运动 以 
及 所 受 的 力 都 是 互相 关联 的 ， 就 所 有 各 质点 写 出 的 不 论 什 么 形式 的 微分 方程 ， 必 须 是 联 立 
的 微分 方程 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 要 求 得 这 些 联 立 微分 方程 的 精确 解 是 非常 困难 的 。 因 此 ， 
对 质点 系 的 问题 ， 只 有 最 简单 的 情况 下 才 用 本 节 讲 述 的 方法 求解 ， 一 般 则 应 用 以 后 各 章 讲 
述 的 定理 求解 。 

【 例 9.1] 质量 为 M 的 小 球 在 水 平面 内 运动 ， 如 图 9.3 所 示 。 运 动 轨迹 为 一 椭圆 ,已 
知 其 直角 坐标 系 形式 的 运动 方程 


т--асозай 





y=bsinwt 
求 作用 在 小 球 上 的 力 。 
解 : 本 题 为 第 一 类 问题 ， 即 已 知 物体 的 运动 , Ж 
作用 于 物体 上 的 力 。 取 小 球 为 研究 对 象 ， 进 行 受 力 分 
析 。 小 球 所 受 的 力 正 是 未 知 的 ， 可 假设 它 沿 z. x АА 
标 轴 的 两 个 分 量 为 X 和 Y。 将 小 球 的 运动 方程 对 时 间 1 
求 二 阶 导数 得 图 9.3 小 球 作 椭圆 运动 




















| = aa cosot 
із = — bw sinwt 
代入 直角 坐标 形式 的 运动 微分 方程 ， 有 
[Më =— Maaf coswt =F, 
{мӯ = —Mbatsinar=F, 
求 出 作用 在 小 球 上 的 力 在 两 个 坐标 轴 上 的 投影 ， 就 能 写 出 力 的 解析 式 
F= —Maw’ coswti + ( —Mba sinwtj ) = — Ма (асовайі-бвіпай))----Майғ 

其 中 r 为 小 球 所 在 位 置 的 和 撩 径 r 二 xi 十 yj 二 acoswti 十 bsinwtj ， 由 此 可 知 ， 力 与 + 共 
线 、 反 向 ,其 大 小 正比 于 7 的 模 。 

【 例 9.2】 如 图 9.4(a) 所 示 的 摆动 输送 机 ， 由 曲柄 带动 货架 АВ 输送 木 箱 M， 两 曲柄 
46, ШОАД=0,В=1=1. 5m， 且 ОО/-АВ. 设 在 0=45" 处 由 静止 开始 启动 ,已 知 曲 
О.А 的 初 角 加 速度 eo 二 5rad/s*， 如 启动 瞬时 木 箱 不 产生 滑动 ， 求 木 箱 与 货架 之 间 的 静 滑 
动 摩擦 系数 最 小 值 。 


















































图 9.4 摆动 输送 机 


Хас); 


PNO 


解 : 该 问题 的 性 质 也 是 已 知 运 动 求 力 ， 属 于 第 一 类 问题 。 取 木 箱 为 研究 对 象 ， 作 用 在 
木 箱 上 的 力 有 重力 外 ， 摩 擦 力 下， 法 向 约束 反 力 N， 受 力图 如 图 9. 4(b) 所 示 ， 因 为 OA 一 
0O;B、0O10; 二 AB， 所 以 AB 杆 作 曲线 平 动 ， 木 箱 相对 货架 无 滑动 ， 木 箱 的 加 速度 应 与 点 A 
的 加 速度 相同 。 在 启动 瞬时 ,货架 上 各 点 速度 为 零 但 加 速度 不 等 于 零 ， 有 


a=“ =0, а, =1є, 


о 
直角 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 可 写 为 
mi = УЕ,, ma,cos0= Е 
ту--ХЕ,. та, ѕіп= ММ 
根据 静 滑 动 摩擦 力 的 性 质 ， 有 




















F<fN 
解 以 上 方程 组 ， 可 得 
В leocos0 _ 
J= en 5; 全 
为 保证 木 箱 不 滑动 ， 所 需 最 小 净 滑 动 摩擦 系数 为 : 
fa ONIS 


【 例 9.3] 地 球 表面 以 初速 度 oo fE PL 16] LRI Л 0 m 的 物体 ， 地 球 对 物体 的 引力 
与 物体 到 地 心 距离 的 平方 成 反比 ,“ 与 地 球 和 物体 的 质量 成 正比 ， 不 计 空 气 阻力 与 地 球 自转 
作用 的 影响 求 该 物体 在 地 球 引力 作用 下 的 运动 速度 。 

解 : 本 题 为 已 知 力求 运动 “属于 第 二 类 问题 。 政 物 体 为 研究 对 象 ， 物 体 只 受 地 球 引力 
作用 ， 大 小 为 

z 


E 


其 中 Gi 为 万 有 引力 常数 ,7 为 物体 到 地 球 的 中 心 的 距离 ，m 为 物体 的 质量 ，M 为 地 球 
的 质量 。 当 物体 在 地 球 表 面 时 ,rr 二 R,，F==mg， 代 入 上 式 有 
G M= R° 





于 是 万 有 引力 公式 变 为 
设 以 地 球 的 中 心 为 坐标 原点 ， 坐 标 铅 直 向 上 ， 如 图 9. 5 所 示 。 应 用 质点 运动 微分 方程 
的 投影 形式 ， 有 

















m dr Кта z 
d а? 
即 
m dodr _ Rimg 
dt dt zz 
经 积分 运算 ,得 
Kaw = 
图 9.5 ”地球 中 心 1 at ly 5 z ЕЛІҢ 
为 坐标 原点 (р) 或 о4/4-?ақ- 
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物体 的 速度 随 z 的 增加 而 减 小 ， 当 ww/38R 时 ， 物 体 达 到 一 定 高 度 ， 速 度 将 减 小 为 
零 ， 以 后 物体 向 下 降落 。 当 oR. Eer 多 么 大 ， 甚 至 趋 于 无 穷 时 ， 速 度 也 不 会 
为 零 ， 这 就 出 现 了 向 上 发 射 的 物体 一 去 不 复 返 的 情况 。 因 此 
u= /2gRas11. 2km/s， 就 是 物体 脱离 地 球 引力 范围 所 需要 的 一 一 | 一 一 
最 小 初速 度 ， 称 为 第 二 宇宙 速度 。 =— = 

[0] 9.4] 如 图 9. 6 所 示 质 量 为 m 的 矿石 M， 从 水 面 由 ! 





























静止 开始 沉降 ， 已 知 水 的 阻力 为 R= 一 jyv， 其 中 比例 系数 Ы 
是 与 矿石 形状 、 横 截面 尺寸 、 介 质 密度 有 关 的 常数 。 求 矿石 М 
的 运动 规律 。 
解 : 已 知 力求 运动 ， 是 第 二 类 问题 。 取 矿石 为 研究 对 象 ， 
矿石 上 受 有 重力 W 和 阻力 R。 矿 石 作 匀 变 速 直线 运动 ， 取 术 89.6 矿石 从 水 面 下 沉 
面 为 坐标 原点 ,x 轴 铅 直 向 下 。 
矿石 运动 的 初始 条 件 是 ,在 一 0 时 ，zm 王 0， 动 二 0。 矿石 运动 微分 方程 为 








mz SWR 
do D7 
а EN m” 


为 简便 起 见 ， 令 一 六 ， 有 
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=l = p= 
= ln (g— ày) ба; 


v=£ Àe) 
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4 pooh}, е74->0, FEISD fi FERRARE H 


=£ Mg 
a p 


Umax 


矿石 的 运动 微分 方程 为 


| 9. 5 动力 学 建 模 方法 要 点 


动力 学 建 模 方法 的 关键 问题 是 ， 对 主动 力 进行 动力 (或 变 力 ) 分 析 。 而 在 静 力 学 中 要 求 
对 约束 力 进行 静 力 (或 常 力 ) 分 析 。 因 此 ， 动 力学 是 对 静 力 学 中 所 述 受 力 分 析 方 法 的 扩展 与 
延伸 。 

动力 学 建 模 要 点 包括 以 下 4 个 方面 。 

С 根据 运动 分 析 结果 恰当 选择 坐标 类 型 。 明 确 所 选 坐标 的 原点 与 正 向 。 

(2) 将 质点 冒 于 所 选 坐标 的 一 般 位 置 上 ， 对 线 坐标 放 在 坐标 正 向 ， 对 角 坐 标 放 在 第 一 
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象限 。 
(3) 正确 分 析 受 力 ， 画 出 受 力图 ， 特别 要 具体 分 析 变 力 ， 分析 时 既 要 考虑 变 力 投影 的 
正 负 号 ,又 要 考虑 表示 变 力 的 坐标 或 速度 投影 的 正 负 号 (如 完全 按 上 一 点 进行 ， 则 此 内 容 
可 不 必 考 虑 ) 。 
(4) 依据 动力 学 规律 ， 建 立 质点 受 力 与 运动 间 的 关系 。 
以 图 9. 7 所 示 质 量 为 m 的 带电 质点 P 在 均匀 交 变 的 电 
场 中 运动 为 例 ， 质 点 受 力 为 F(1) 二 Hsinwti。 运 动 的 初始 条 
о £ 件 为 :一 0， 初 始 位 置 zo 二 0， 初 始 速 度 20-9. 
ü 这 是 质点 受 力 为 时 间 : 函数 的 情形 。 读 者 在 求解 前 应 先 
判断 : 若 二 一 w， 质 点 在 上 述 简 谐 力作 用 下 是 否 在 z = 一 0 
mo; WuopaSiujsw 附近 作 简 谐 振动 ? Æ о ооч 它 在 同样 的 简 谐 力作 用 下 ， 
是 否 有 可 能 作 简 谐 振动 ? 在 分 析 完 运动 规律 后 ， 请 读者 自 
行 总 结 运动 初始 条 件 对 运动 规律 的 影响 。 























v F(i=Hsinoti 





1. 牛顿 三 定律 适用 于 惯性 参考 系 。 第 一 定律 (惯性 定律 ?和 第 二 定律 ( 力 与 加 速度 
之 间 关 系 的 定律 ) 冰 明 作用 于 闫 点 的 力 与 质点 运动 状态 变化 的 关系 。 第 三 定律 (作用 力 
与 反作用 力 定 律 ) 益 明 两 物体 相互 作用 的 关系 

2. 质点 动力 学 基本 方程 为 ma 一 之 下 ;应 用 时 取 投 影 形 式 。 

3. 质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 为 : 加 已 知 质点 的 运动 ， 求 作用 于 质点 的 力 ; @ 
知 作用 于 质点 的 力 ， 求 质点 的 运动 。 但 在 许多 工程 问题 中 ， 两 类 问题 并 不 是 截然 分 开 
的 。 求 解 动力 学 问题 时 ， 必 须 对 作用 力 和 质点 的 运动 分 析 清楚 ， 才 能 真正 建立 运动 微 
分 方程 。 求 解 第 一 类 基本 问题 一般 是 求 导数 的 过 程 ; 求解 第 二 类 基本 问题 ， 一 般 是 
积分 的 过 程 。 质 点 的 运动 规律 不 仅 决 定 于 作用 力 ， 也 与 质点 的 运动 初始 条 件 有 关 。 








1. 质点 的 运动 方向 就 是 作用 于 质点 上 合力 的 方向 ， 这 种 说 法 对 吗 ? 为 什么 ? 
2. 质点 速度 越 大 ， 所 受 的 力也 越 大 ， 对 吗 ? 为 什么 ? 


习 题 


1. 物 块 A 和 B 彼此 用 弹簧 连接 ， 其 质量 分 别 为 20kg 和 40kg， 如 图 9.8 所 示 。 已 知 
物 块 A 在 铅 垂 方向 作 自由 振动 ， 其 振幅 A 二 10mm， 周 期 函数 了 二 0. 25s。 试 求 此 系统 对 支 
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承 面 CD 的 最 大 和 最 小 压力 。 

2. 图 9. 9 所 示 排 水 量 为 m= 5 10° kg 的 海 船 浮 在 水 面 时 截 水 面积 A 二 150m?: ， 海 水 密 
度 p=1.03X10 kg/m*， 试 通过 建立 系统 的 运动 微分 方程 ， 求 船 在 水 面 上 作 铅 垂 振动 时 的 
周期 。 









































图 9.8 求 压力 图 9.9， 船 的 振动 周期 


З. 蹦极 跳 者 重 888. 9N， 弹 性 带 的 原 长 为 18.3m， 刚 度 系数 0. 204N/mm。 当 运动 
员 从 距 河 39. 6m 高 的 桥 上 跳 下 ， 弹 性 带 拉力 使 其 减速 为 零 时 ， 试 求 运 动员 距 河面 的 高 度 ， 
以 及 弹性 带 作用 于 运动 员 的 最 大 力 ( 图 9. 10). 

4. 如 图 9. 11 所 示 ， 用 两 绳 甚 挂 的 质量 in 处 于 静止 。 试 问 : 

(1) 两 强 中 的 张力 各 等 于 多 少 ? 

(2) Ф А 剪断 ， 则 绳 召 在 该 瞬时 的 张力 又 等 于 多 少 ? 











图 9. 10 ”蹦极 图 9.11 求 绳 的 张力 


5. 如 图 9. 12 所 示 ， 在 曲柄 滑 道 机 构 中 ,活塞 杆 质 量 共 为 50kg。 曲 柄 OA 长 0. 3m， 
绕 O 轴 作 匀速 运动 ， 转 速 为 一 120r/min。 求 当 曲 柄 在 e= 0° 和 9 一 90" 时 ， 作 用 在 构件 
BDC 上 总 的 水 平 力 。 

6. 一 质量 为 m 的 物体 在 匀速 转动 的 水 平 转台 上 ， 它 与 转轴 的 距离 为 >， 设 物 体 与 转台 
表面 的 摩擦 系数 为 f， 求 当 物 体 不 致 因 转台 旋转 而 滑 出 时 ， 水 平台 的 最 大 转速 。 

7. 电梯 以 加 速度 a 上 升 ， 在 电梯 地 板 上 放 有 质量 为 m 的 重 物 ， 求 重 物 对 地 板 的 压力 。 

8. 汽车 质量 m= 1500kg, ІМ v=10m/s 的 速度 驶 过 拱桥 ,拱桥 中 点 的 曲率 半径 р 
50m。 求 汽车 经 过 拱桥 中 点 时 对 桥 的 压力 。 

9. 一 飞机 水 平 飞行 。 空 气 阻力 与 速度 平方 成 正比 ， 当 速度 为 lm/s 时 ， 阻 力 等 于 
0. 5N。 推 进 力 为 恒 量 ， 等 于 30. 8kN， 且 与 飞行 方向 往 上 成 10" 角 ， 求 飞机 的 最 大 速度 。 

10. 如 图 9. 13 所 示 ， 振 动 式 筛 砂 机 使 砂粒 随 筛 框 在 铅 直方 向 作 简 谐 运动 。 若 振幅 А = 
25mm， 试 求 频 率 三 至 少 为 多 少时 ， 砂 粒 才能 与 筛 面 分 离 而 向 上 抛 起 ? 
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Е 9.12 曲柄 滑 道 机 构 图 9.13 ”振动 式 筛 沙 机 


11. 如 图 9. 14 所 示 ， 为 了 使 列车 对 铁轨 的 压力 垂直 于 路 基 ， 在 铁道 弯曲 部 分 ， 外 轨 
要 比 内 轨 稍 为 提高 。 试 就 以 下 数据 求 外 轨 高 于 内 轨 的 高 度 h. 轨道 的 曲率 半径 为 "一 300m， 
列车 的 速度 为 vz 三 12m/s， 内 、 外 轨道 间 的 距离 为 6==1. 6m, 

12. 如 图 9. 15 所 示 ， 质 量 为 2kg 的 滑 块 在 力 五 作用 下 沿 杆 AB 运动 ， 杆 AB 在 铝 直 平 
面 内 绕 A 转动。 已 知 /二 0.4，g 二 0. 5(4 的 单位 为 m，g 的 单位 为 rad, t 的 单位 为 s)， 滑 
块 与 杆 AB 的 摩擦 系数 为 0.1。 求 :==2s 时 万 下 的 大 小 。 





图 9.14 铁道 弯曲 处 剖面 图 9.15 滑 块 运动 


13. 列车 以 36km/h 的 速度 在 水 平 直线 轨道 上 行驶 。 设 香 动 时 列车 每 吨 质量 所 受 的 阻 
力 为 2940N， 问 列车 开始 香 动 后 在 多 少时 间 内 .并 经 过 多 大 距离 才 停止 ? 

14. 质点 M 沿 斜面 上 最 大 坡度 线 上 升 ， 斜 面 与 水 平面 的 夹 角 一 30 ， 开 始 时 质点 M 
的 速度 为 15m/s， 如 质点 与 斜面 间 的 摩擦 系数 7 一 0.1， 试 求 质点 在 停止 前 经 过 的 路 程 
和 时 间 。 

15. 重 为 尸 的 物体 以 初速 w 铅 垂 上 抛 ， 如 空气 阻力 与 物体 速度 的 平方 成 正比 ， 且 比例 
系数 为 w。 求 物体 落 回 地 面 时 的 速度 。 

16. 物体 由 高 度 h 处 以 速度 wm 水 平 抛 出 ， 如 图 9. 16 所 示 。 空 气 阻力 可 视 为 与 速度 的 
一 次 方 成 正比 ， 即 Е= —Ато, 其 中 m 为 物体 的 质量 ，w 为 物体 的 速度 ，& 为 常 系数 。 求 
物体 的 运动 方程 和 轨迹 。 

17. 如 图 9.17 ж. F42 AB KL, 已 知 点 A 于 固定 点 O 的 附近 沿 水 平 作 谐 振动 : 
Zz 二 O01 二 asinpt， 其 中 a 与 p 为 常数 。 设 初 瞬时 摆 静 止 于 氏 生 位置， 求 摆 的 相对 运动 微分 
方程 。 
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ӨШ 质点 动力 学 基本 方程 





图 9.16 水 平 抛物 的 运动 图 9.17 单 摆 的 运动 


18. 如 图 9.18 所 示 ， 一 质量 为 m 的 小 球 M 套 在 半径 为 R 的 光滑 大 圆 环 上 ， 并 可 沿 大 

w MADISE EKP DA SIAE o BELO MRE 人 

。 求 小 球 M 相对 于 大 贺 环 运动 的 运动 微分 方程 。 人 “ 

三 棱柱 A 沿 三 棱柱 的 光滑 斜面 滑动 ， 如 图 9.19 МЖ. 

A ft B 的 质量 为 加 1 与 ms， 三 楼 柱 B 的 斜面 与 水 平面 成 加 角 ， 如 
开始 时 物 系 静 止 ， 摩 控 略 去 不 计 。 求 运动 时 三 楼 桂 取 的 加 速度 。 

20. 质点 M 的 质量 为 m， 被 限制 在 旋转 容器 内 沿 光滑 的 经 线 

ЛОВ 运动 ， 如 图 9. 20 所 示 。 旋 转 容器 绕 其 几何 轴 O: 以 角速度 8918 小 球 相对 
匀速 运动 。 求 质点 M 相 对 静止 时 的 位 置 、 

VAS 

















9.19 三 棱柱 运动 9.20 质点 相对 静止 位 置 
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教学 目标 ， 


本 章 主要 讲述 动量 定理 的 基本 理论 和 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 
(1) 理解 质点 动量 、 质点 系 动 重 和 力 的 冲 量 等 概念 。 

(2) 握 动 量 定 理 和 动量 定律 。 

(3) 能 运用 动量 定理 、 动 量 守恒 定律 和 质心 运动 定理 分 析 动 力学 问题 。 


教学 要 求 








知识 要 点 EJER 相关 知识 





(1) 准确 理解 质点 、 质 点 系 的 动量 的 
动量 、 动 量 | 概念 











定理 (2) 掌握 质点 、 质 点 系 的 动量 定理 的 
分 析 方法 
动量 守恒 定理 能 用 动量 守恒 定理 分 析 解 决 相关 问题 动量 守恒 
质心 运动 定理 能 用 质心 运动 定理 分 析 解 决 相关 问题 质心 、 质 心 的 运动 











ЖОН jire 





a 基本 概念 


质点 的 动量 ; 质点 系 的 动量 ; 力 的 冲 量 ; 动量 定理 ; 动量 守恒 定理 ; 质心 运动 定理 。 


ЖЕ 引 例 


质点 的 动力 学 问题 应 用 动力 学 基本 方程 可 以 求解 。 对 于 某 些 质点 系 动力 学 问题 ， 有 时 不 
必 求 解 各 质点 的 运动 情况 ， 只 需 知 道 质点 系 整体 的 运动 特征 即 可 。 例 如 对 于 刚体 ， 只 需 确定 
其 质心 的 运动 和 绕 质心 的 转动 。 能 够 表明 质点 系 运动 特征 的 量 有 动量 ， 动 量 矩 和 动能 等 。 这 
些 运动 量 与 力 的 作用 量 ( 冲 量 和 功 等 ) 之 间 的 数量 关系 是 本 章 和 后 续 两 章 要 阐述 的 动量 定理 、 
动量 矩 定理 和 动能 定理 ， 统 称 吗 动 力学 的 基本 定理 。 用 这 些 定理 来 解决 质点 和 质点 系 的 动力 
学 问题 ， 使 我 们 能 够 更 深入 地 研究 机 械 运动 ， Қ... g 式 运动 的 关系 。 
动力 学 基本 定理 虽然 都 可 以 从 牛顿 定律 导出 ， 但 这 РРР РТУ 
С 





ЖЕЛІ ЕЗ, ПИЕ ТИ 至 在 牛顿 之 前 就 已 经 发 现 了 。 


| 10. 1 AN 动量 定理 


“> 
设 有 一 质点 М. ЖӘЕ т, Rn 
作用 下 运动 ， 如 图 10.1 (a) B 88, 由 方 
程 有 x = 
КТ 06 ом. 
=Е қы» 


TENN 上 式 可 以 改写 成 


donv) _ z 
r E (10-1) Ж 


已 知 ， 质 点 的 质量 m 与 速度 "的 乘 y 
Emo 称 为 点 的 动量 。 所 以 上 式 表明 , 质 а) (b) 
点 的 动量 对 于 时 间 的 导数 ， 等 于 作用 于 
质点 的 力 。 

将 上 式 改写 成 dzmu) 一 Fd， 并 求 两 边 对 应 地 积分 ， 时 间 K t S о. PEBE o М v 
到 w ， 就 得 到 








10.1 质点 运动 及 其 矢量 三 角形 


тоз — тт = Ѓға=5 (10-2) 
ЕИ Е АТТ ЗІ 


到 时间 内 的 冲 量 ， 用 $ 表示。 自然 ， шека. W Fd ЕС. а). 方程 表 


质点 的 动量 在 一 段 时 间 内 的 增 量 ， 等 于 作用 于 质点 的 力 在 同一 段 时 间 内 的 冲 量 ， 这 就 
是 质点 的 动量 定理 ， 也 称 之 为 冲 量 定理 。 
方程 可 以 用 矢量 三 角形 表示 ， 如 图 10. 1(b) 所 示 。 








Қ ИЕ) 


ШЕ. ыт 


动量 是 表征 机 械 运动 的 物理 量 ， 大 家 都 知道 ,枪弹 的 质量 尽管 很 小 , 但 因为 速度 很 
大 ， 所 以 能 对 阻碍 其 运动 的 物体 产生 很 大 的 打击 力 ; 轮船 靠 岸 时 ， 速 度 很 小 ， 但 由 于 质量 
很 大 ， 如 果 不 慎 ， 也 会 撞 坏 码头 ; 质量 相同 而 速度 不 同 的 两 辆 汽车 ， 速 度 大 的 比 速度 小 的 
更 难于 刹车 。 这 些 例子 表明 ， 动 量 作为 质量 与 速度 的 乘积 能 反映 机 械 运动 的 某 些 特征 ， 
它 可 以 作为 机 械 运动 的 一 种 量度 。 

动量 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 与 速度 o 一致。 动量 的 量 岗 是 [mw] 二 [Mj[L][LT]”， 
也 可 以 表示 为 














Ім] 
Гтъ]= [TF тта L E = EEJET J 


动量 的 单位 ， 在 国际 单位 制 中 用 kg + m/s 或 N，s。 
冲 量 是 作用 于 物体 的 力 在 一 段 时 间 对 物体 运动 所 产生 的 由 积 效应 ， 推动 车 子 ， 用 较 大 
的 力 可 以 在 较 短 的 时 间 内 达到 一 定 的 速度 ， 要 是 用 较 小 的 为 但 作用 时 间 长 一 些 ， 也 可 达 
到 同样 的 速度 。 就 是 说 ， 较 大 的 力作 用 较 短 的 时 间 与 较 术 的 为 作用 较 长 的 时 间 ， 其 总 效应 
相同 ， 这 是 大 家 都 熟悉 的 经 验 。 不 计 空 气 阻力 时 , 狗 射 体 在 自重 的 作用 下 不 断 改变 速度 的 
大 小 和 方向 ， 时 间 越 长 ， на Ша 冲 量 
就 是 表示 力 的 这 种 效应 的 物理 量 。 

冲 量 S 是 一 个 矢量 ， ТТЕРІ? 冲 量 的 量 纲 为 
[SJ<EFRT]=CMICLICTIS 

s nd S, таа ke- s, 

如 果 作 用 于 质点 的 力 不 只 一 个 而 有 若干 个 % 设 为 下， Fz, =, Е, HAJH Е, 
ІП Е-ХЕ. W Ç 


























; ы 


= [ ra [ва жеар F,dt 00-3) 
=S +S, +e +S, = DS; 
即 在 一 段 时 间 内 ， 合 力 的 冲 量 等 于 所 有 分 力 的 冲 量 的 矢量 和 。 将 式 投影 到 固定 直角 坐 
标 轴 上 ， 并 用 So 5,. 5. 代表 冲 量 S 的 投影 ， 则 得 
mus, 一 mo, 一 É Е, = $, 








тозу — тәу = Г Е, = S, 
a (10-4) 
mus, 一 mui. = f: F.dt = S, 


即 在 任 一 段 时 间 内 ， 质 点 的 动量 在 任何 一 固定 轴 上 的 投影 的 增 量 ， 等 于 作用 于 质点 的 力 的 
冲 量 在 同一 轴 上 的 投影 。 这 就 是 投影 形式 的 质点 动量 定理 。 


| 10. 2 质点 系 的 动量 定理 


设 有 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 取 其 中 一 质点 M 来 考察 ， 令 质点 M 的 质量 为 m;、 束 
(2218077 





тов onen 


ЖА о. ТЕЛІ M, 的 所 有 力 的 合力 为 F;， 则 由 式 (10-1) 有 
dmv 
dr 

应 当 注意 ， 在 所 有 作用 于 质点 M, 的 那些 力 中 ， 既 有 所 考察 的 质点 系 内 其 他 质点 对 该 
质点 M, 的 作用 力 ， 也 有 质点 系 之 外 的 物体 对 质点 M, 的 力 。 

以 后 ， 我 们 将 把 所 考察 的 质点 系 内 各 质点 之 间 相 互 作 用 的 力 称 为 内 力 ， 所 考察 的 质点 
系 之 外 的 物体 作用 于 该 质点 的 力 称 为 外 力 。 

必须 指出 ， 内 力 与 外 力 的 区 分 是 相对 的 。 随 着 所 取 的 考察 对 象 不 同 ， 同 一 个 力 可 能 是 
内 力 ， 也 可 能 是 外 力 。 例 如 ， 将 一 列 火车 作为 考察 对 象 ， 则 机 车 与 第 一 节 车 厢 之 间 相 互 的 
作用 力 为 内 力 ， 但 如 将 机 车 与 车 厢 分 作 两 个 质点 来 考虑 ， ЕП ЖАНЕ ARRA 
外 力 。 

内 力 既 然 是 质点 之 间 相 互 作用 的 力 ， 根 据 反 作用 定律 ， ЕЗУІ 而 且 每 
一 对 都 是 大 小 相等 、 方 向 相反 而 且 作用 线 相同 。 因此 对 整个 质点 系 来 说 ， 内 力 系 的 主 矢 
以 及 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 ， 或 者 说 ， Ба ыы 内 力 系 对 任 一 
点 或 任 一 轴 的 矩 之 和 也 等 于 零 。 

用 悟 与 瑟 分 别 表示 作用 于 质点 M, EN J, W F,=F;+F,, 代入 
方程 (a) 后 ， 得 ғ 





(а) 











ХУ тн Ы (b) 
对 质点 系 中 每 一 个 质点 ? Tik UE, ЭТТ 即 得 
En yma = Bey (о) 
тақа > 
№ ути “уа vi (d) 
而 mw 是 质点 系 各 质点 的 动量 之 和 ， 称 为 质点 系 的 动量 ， 用 KK 表示 ， 即 
K= Уто, (10-5) 








ВЕЙ 8—2 > F; ЕЛИ Р УКА, BREF ЕЛИ T PUS ЖИЮ 
РАЛЛИ КНЕН АТС 20 Я. А Ағ. ТЕ 0. ТО Сс) КУ 
хак 
s 
质点 系 的 动量 对 于 时 间 的 导数 等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 。 这 就 是 质点 系 的 
动量 定理 。 
任 取 固定 的 直角 坐标 轴 工 、y、=， 将 方程 两 边 投影 到 各 轴 上 ， 并 注意 失 量 导数 有 选举 
权 的 投影 等 于 矢量 投影 的 导数 ， 于 是 有 
ак, 














= (10-6) 




















d, УРЕ, d ХЕ. d >F; (10=7) 
式 中 ，K,、K,、K. 分 别 为 质点 系 的 动量 K 在 +、y、< 轴 上 的 投影 它们 分 别 等 于 
К,-Хтоь. K,=2mo,, К.-ХОтуоь (10-8) 


方程 (10 - 8) 是 质点 系 动量 定理 的 投影 形式 ， 它 表明 ， 质 点 系 的 动量 在 任意 固定 轴 上 
Sea 





Жыны 


的 投影 对 于 时 间 的 导数 ， 等 于 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 在 同一 轴 上 的 投影 的 代数 和 。 











将 方程 (10 - 6) 改 写成 
dK=>F;d, 
两 边 求 对 应 的 积分 ,动量 K 从 Ki EK, WEMA 到 妃 ， 于 是 得 
K,—K => | Fd =s: (10-9) 


即 ， 质 点 系 的 动量 在 任 一 段 时 间 内 的 增 量 ， 等 于 作用 于 质点 系 所 有 外 力 的 同一 段 时 间 
内 的 冲 量 之 和 。 这 是 质点 系 动量 定理 的 积分 形式 ， 也 称 冲 量 定理 。 
将 方程 (10 - 9) 两 边 投影 到 直角 坐标 轴 上 ， 得 


К.-К. У |ва =s; 





K,—K,,=> "қш-> (10-10) 











К. —K =X САТ Хы 


即 ， 在 任 一 段 时 间 内 ， 质点 系 的 动量 在 任 一 问 定 币 上 的 投影 的 增 量 ， 等 于 作用 于 质点 
系 的 外 力 的 冲 量 在 同一 轴 上 的 投影 的 代数 和 二 > 





П 








如 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 等 于 零 ; ЦЕ 0. W 
Ж Уто = W RE A (10-11) 


可 见 ， 在 运动 过 程 中 ， 如 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 娩 终 保持 为 零 ， 则 质点 系 的 动 

量 保持 为 常量 。 这 个 结论 称 为 质点 系 的 动量 守恒 定理 :由 这 定理 可 知 ， 要 使 质点 系 动量 发 
生变 化 ， 必须 有 外 力作 用 стр. MAE, 
K, =X mv, = W Ht (10-12) 

ШІ. MANE PERRIER 一 轴 寺 的 投影 的 代数 和 始终 保持 为 零 ， 则 质点 系 的 
动量 在 该 轴 上 的 投影 保持 为 常量 。 质 点 系 动量 守恒 定理 是 自然 界 中 最 普遍 的 客观 规律 之 
一 ， 在 科学 技术 上 应 用 很 广 。 例 如 枪 炮 射击 时 的 反 坐 ， 火 箭 和 喷气 式 飞 机 的 飞行 ， 都 可 用 
动量 守恒 定理 加 以 研究 。 
【 例 10.1】 如 图 10. 2 所 示 匀 质 曲柄 OA Ку. 重力 为 P; 滑 块 的 重力 也 为 P，T 形 

FF BD 的 重力 为 3P， 质 心 在 点 上，BE 二 r+。 设 曲柄 以 等 角速度 w 绕 轴 O 转动 ， 转 角 g= 
wt。 求 机 构 在 任 一 瞬时 的 动量 。 











解 : 整个 机 构 的 动量 等 于 曲柄 、 滑 块 、 
工 形 杆 动量 的 矢量 和 ， 即 
K=Ka TKa T Kin 
建立 坐标 系 ， 分 别 求 动量 的 投影 K 








К,= Ко Ka + Kin, 
曲柄 ОА, T 形 杆 BD 的 动量 可 按 
式 (10 -8) 求 出 : 








Ка. = (ғ. . =E asing 


ШЕ 10.2 求 曲 柄 、 滑 块 、T 形 杆 机 构 动量 


20077 


тош мыл 


在 计算 ve 时 ， 考 虑 到 滑 块 相 对 于 工 形 杆 具 有 相对 运动 ， 先 取 滑 块 A ур. ТЈ 

为 动 系 ， 应 用 点 的 速度 合成 定理 ， 动 点 A 的 牵连 速度 即 为 we， 其 大 小 为 ve 二 wnsing。 将 
各 部 件 的 动量 表达 式 代入 动量 投影 的 表达 式 ， 得 到 
9wrP . 





К,-- 2g sing 
同 理 
K,=Kay+Ky+Ko AA 
式 中 Ë 
故 有 
机 构 的 总 动量 为 КРЫ 





У * ы Kj Sep, i 3 жақы 
【 例 10.21 ПЕТТ m=100kg, ЖЕТТІ 上 以 о = 1m/s 的 速度 匀速 
运动 。 现 有 一 质量 为 je 一 50kg 的 人 从 高 处 跳 到 车 上 ， 其 速度 大 小 为 vw 二 2m/s， 方 向 与 水 
平 线 成 60° ЛЕКТІ! 10.3 所 示 。 求 在 人 跳 上 上 车 后 车 的 速度 。 如 果 该 人 又 从 车 上 向 后 跳 下 ， 
跳 离 车 时 ， 相 对 于 车 子 的 速度 o — lm/s， 方 向 与 水 平 线 成 30" 角 。 求 在 人 跳 离 后 车 子 的 
速度 。 




















图 10.3 小 车 与 人 


т. 取 人 和 车 作为 研究 的 质点 系 ， 则 人 和 车 之 间 的 作用 力 为 内 力 ， 不 能 改变 质点 系 的 
动量 。 而 外 力 如 重力 、 轨 道 的 约束 反 力 都 沿 铅 垂 方向 ， 它 们 在 水 平 轴 上 的 投影 代数 和 为 
零 ， 因 此 质点 系 的 动量 在 水 平 轴 上 投影 的 代数 和 守恒 。 
建立 直角 坐标 系 ， 人 跳 上 车 子 之 前 ， 质 点 系 的 动量 在 工 轴 上 的 投影 为 


K,=miv +m:v:cos60° 

















Sa 


|! 
a е 


人 跳 上 车 后 ， 质 点 系 的 动量 在 工 轴 上 的 投影 为 
К,-(т--тдо 
其 中 v 是 人 跳 上 车 后 ,与 车 一 起 运动 的 速度 。 
根据 能 量 守恒 定理 





туо Hm:v:cos60°= (mm )v 
代入 数据 
v=lm/s 
即 人 跳 上 车 后 ， 车 子 的 速度 恰好 仍 为 lm/s。 
当 人 又 从 车 上 跳 下 来 ， 人 和 车 组 成 的 质点 系 的 动量 在 x 轴 上 的 投影 仍旧 守恒 。 起 跳 
前 ， 质 点 系 的 动量 在 工 轴 上 的 投影 为 Ж» 
К,--(ту--тдо < i 
起 跳 后 ， 由 于 人 力 的 作用 使 车 子 的 速度 变 为 w， 人 相对 地 


四 一 Wocos30 XÇ] 


` 


商 的 速度 在 轴 上 的 投影 为 








根据 能 量 守恒 定理 






(m Ат) v=m әу 1 (әз —v,cos30°) 


代入 数据 < 
3=1. 290/5), 


ы 
[0J 10.31 Бенно А ішіңіз» 一 a00ke， кас. 5m 处 自由 落下 ， 击 桩 后 
与 桩 一 起 运动 ， 经 过 时 间 с=0. 02s 后 停止 ， 求 锤 头 对 桩 的 平均 打击 力 。 
解 : MEK A 为 研究 对 象 。 在 锤 头 A 击 桩 到 桩 与 锤 头 一 起 下 沉 终了 的 过 程 中 ， 作 用 
在 锤 头 上 的 力 有 重力 .G， 击 桩 后 的 反 力 N. | 锤 头 在 击 桩 前 为 自由 落体 运动 ， 由 运动 学 的 分 
析 可 知 ， 自由 下 落 的 高 度 / 与 时 间 1 之 间 的 关系 为 


2h 
= 
锤 头 击 桩 后 受 重力 G 和 反 力 N 的 作用 ， 作 减速 运动 ， 经 过 时 间 с 后 停止 。 于 是 该 过 程 
的 总 计时 间 为 








тегін |+ 


由 于 问题 涉及 速度 、 时 间 、 力 之 间 的 关系 ， 且 初始 及 末了 瞬时 的 运动 情况 是 明确 的 ， 
故 可 应 用 积分 形式 的 动量 定理 求解 。 设 始 、 末 两 个 基本 点 数 时 的 速度 为 零 ， 即 
mu=0, mo 一 0 


在 运动 过 程 中 ， 始 终 有 重力 的 作用 ,重力 G 的 冲 量 大 小 为 mg(t 二 rz)， 方 向 是 铅 直 向 
下 。 锤 头 与 桩 接触 时 产生 接触 反 力 МС). 该 力 的 冲 量 为 | мода. 由 于 NGCz) 随 时 间 的 变 
化 规律 是 未 知 的 ,这 里 只 求 其 平均 反 力 








[Noa 
= t 


这 样 ， 撞 击 反 力 的 冲 量 就 可 以 用 平均 反 力 表示 为 N" т. JER E. 
C 





тов зе 
建立 直角 坐标 轴 ， 如 图 10.4 所 示 。 将 以 上 分 析 结 果 代 入 公 




















式 (10- 10) ， 得 到 方程 ЗУ = 
0=2XS,=mg(t+r-)—N`' т 
“2-2. L 1 2h 
N m [mg(tt+r)] = (ш(% +‹)] j |] 
代入 数据 ， 得 | JS 
№" =84. 27kN M 
根据 作用 与 反作用 定律 ， 锤 头 对 桩 的 平均 撞击 力 与 上 面 求 出 IT: 
的 平均 反 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 作 用 在 桩 上 。 ен 
是 锤 头 重力 的 29 倍 。 从 前 面 N” 的 表达 式 中 可 以 看 出 ， МӘЖ 4 


大 的 打击 力 ， 是 由 于 击 桩 的 时 间 很 短 所 至 пиано < 
这 种 现象 被 广泛 地 应 用 于 生产 和 生活 之 中 。 \ 图 10.4 打桩 
【 例 10.4】 大 炮 的 炮 身 重 Q 一 8kN， 炮 弹 重 一 40N, 炮 简 倾角 30"， 从 击发 至 炮弹 离 
开炮 简 的 所 需 时 间 r=0. 058. 炮弹 出 口 速度 v=506rn/8》 由 于 射击 时 间 很 短 ， 所 有 的 摩 控 
力 的 影响 可 以 忽略 不 计 。 求 炮 身 反 坐 速度 及 地 面 对 雹 身 的 平均 铅 直 反 力 。 
У 解 : 取 炮 身 与 炮弹 这 一 质点 系 来 考察 。 
”作用 于 质点 系 的 外 力 有 重力 P、Q， 地 面 的 
铅 直 反 力 为 尺 ， 选 轴 +、y， 如 图 10.5 所 
示 。 由 于 发 射 过 程 中 外 力 在 z 轴 上 的 投影 
保持 不 变 。 发 射 前 ， 炮 身 与 炮弹 静止 不 动 
质点 条 的 动量 等 于 零 ， 发 射 后 ， 质 点 系 动 
一 会 ， 量 在 过 轴 上 的 投影 仍然 为 零 。 设 发 射 后 的 
全” 炮 身 的 反 坐 速度 为 v"， 则 有 




















9, Pcos30°=—0 
g в 
图 10.5 击发 炮弹 移 项 并 代入 各 已 知 值 ， 得 
s 50x —2. 16(m/s) 
ТТТ ТЕГИ 
又 由 К-,-Кі,-Х85,. Ж 
Fosin30"—0=(R—Q—P)r 
代入 各 已 知 值 ， 得 
к=0+р+ 2951130 8.0, 04--0-04,. 500X. 328, осам) 
g т 0. 05 
|10. 3 质量 中 心 一 一 质心 运动 定理 





质点 系 的 运动 不 仅 与 作用 在 质点 系 上 的 力 及 各 质点 的 质量 大 小 有 关 ， 而 且 与 质量 的 公 
Ùa 


l 
Р РИ 


布 情 况 有 关 。 质 量 中 心 就 是 表征 质点 系 质量 分 布 情况 的 概念 之 一 。 

HA n hisk Mi, М, +, M, 组 成 的 质点 系 ， 各 质点 的 质量 分 别 为 m, m, 
m， 各 质点 质量 之 和 mi 二 m 就 是 质点 系 的 质量 。 取 固定 点 O， 设 任 一 质点 M 对 O 〇 点 的 
ХА ғ. WA FIAR: 

一 > 或 mre= mir, (10 - 13) 
确定 的 一 点 C 称 为 质点 系 的 质量 中 心 ， 简 称 质心 ， 又 称 惯性 中 心 。 

过 O 〇 点 取 直角 坐标 系 Oryz， 命 M, 的 坐标 为 x;，y;，x:， 则 质心 的 位 置 坐标 可 由 下 式 
决定 : 





Ута: У», Ута 
xc 一 ус= 180, xc 一 % (10-14) 
т т т y 


质点 系 在 地 面 附近 ， 即 在 重力 场 内 ， 设 P, K P= P. ІЛІП 及 整个 质点 系 
в. 则 有 














т=— ФӘ 
而 质心 坐标 公式 成 为 „24% 
„ХР: K Éy: ХР; 
Te P 22 с P қ Ж P ` 


这 就 是 质心 位 置 的 坐标 公式 》 可 见 ， 在 重力 场 内 ， 质 点 系 的 质心 与 重心 相 重合 。 但 应 
注意 ， 质 心 与 重心 是 是 两 个 不 同 的 概 次 ， 质心 完全 决定 于 质点 条 各 质点 的 质量 的 大 小 及 其 分 
布 情况 ， 不 论 质 点 系 在 宝 审 室 间 什么 位 置 它 都 不 在 、 而 重心 只 1 是 当 质 点 系 位 于 重力 场 中 时 
才 存 在 。 所 以 质心 比重 ， ЛЕН)” 54 V 

将 式 (10< үсіне. 


NS с Бай Ë ZS y, dre 








TeL o 是 质点 系 质心 的 速度 ， 而 毕 一 = 是 质点 M 的 速度 ， 所 以 


mvc= Хт,әс-К (10-15) 
可 见 ， 质 点 系 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 就 等 于 质点 系 的 动量 。 该 式 为 计算 质点 系 ， 
шк. 将 上 式 代 入 质点 系 动量 定理 的 表达 式 ， 得 到 


«тә. қ 
dt >F 





> 











ШІ 


me du =EF, тһ Ув (10-16) 


上 式 表 明 ， ENEA Мек T 的 矢量 和 。 

将 上 式 投影 到 固定 直角 坐标 轴 т. y, z 上 ， 可 得 

m баур; >m бууру, т Е EF (10-17) 
以 上 两 组 方程 就 是 质心 的 运动 微分 方程 。 与 质点 运动 微分 方程 比较 ， 可 见 质 点 系 质心 

的 运动 与 单个 质点 的 运动 相同 ， 这 个 质点 的 质量 等 于 质点 系 的 质量 ， 而 且 在 这 个 质点 上 作 


2772 











тош 动量 定理 











着 所 有 作用 于 质点 系 的 外 力 。 这 就 是 质心 运动 定理 。 
在 式 (10-16) 中 ， 设 之 瑟 一 0， 即 质点 系 不 受 外 力 ， 或 作用 于 质点 系 的 外 力 的 矢量 和 
FFF, 则 vc 一 常 矢 量 ， 质 心 处 于 静止 (原来 处 于 静止 状态 ) 或 作 匀速 直线 运动 状态 (原作 
匀速 直线 运动 ) 。 在 式 (10 -17) 中 ,， 设 之 太一 0， 即 作用 于 质点 系 的 外 力 在 工 轴 上 的 投影 代 
数 和 始终 等 于 零 ， 则 zc: 王 常 量 ， 即 质心 的 坐标 在 该 轴 上 的 坐标 不 变 ( 如 果 质 心 的 初速 度 在 
工 轴 的 投影 等 于 零 的 话 )， 或 者 质心 沿 工 轴 的 运动 是 匀速 的 。 由 此 可 见 ， 要 改变 质点 系 质心 
的 运动 ， 必 须 有 外 力作 用 ， 质 点 系 内 部 各 质点 之 间 相 互 作 用 力 不 能 改变 质心 的 运动 。 
例如 ， 汽 车 开动 时 ， 汽 缸 内 的 燃气 压力 对 汽车 的 整体 来 说 是 内 力 ， 不 能 使 汽车 前 进 ， 
只 是 当 燃 气 推动 活塞、 通过 传动 机 构 带 动 主动 轮转 动 ， 地 面 对 主 动 轮作 用 的 向 前 的 摩擦 力 
大 于 总 的 阻力 时 ， 汽 车 才能 前 进 。 在 日 常生 活 中 我 们 知道 ， 在 非常 光滑 的 地 面 上 走路 很 困 
难 ; 在 静止 的 小 船上 ， 人 向 前 走 ， 船 往 后 退 ， 等 等 。 者 是 因为 水 平方 向 的 外 力 很 小 人 的 
质心 或 人 与 小 船 的 质心 趋向 于 保持 静止 的 缘故 。 `X ` 
根据 质心 运动 定理 ， 某 此 质点 系 动力 学 问题 可 以 前 接 用 质点 i 动 力学 理论 来 解答 。 侦 
如 ， 刚 体 作 平 行 移动 时 ， 知 道 了 刚体 质 ， D93851 也 就 知道 了 整个 刚体 的 运动 ， 所 以 刚体 





















































运动 问题 完全 可 以 作为 质点 求解 (这 个 结 论 在 质点 动力 学 问题 显 的 一 些 例子 中 实际 上 已 经 用 
过 了 )。 又 如 ， +T Eh Re misa олын. 
要 求 一 次 爆破 就 将 大 量 土石 方 抛掷 到 指定 的 地 方 。 怎 样 ж 


才能 达到 目的 呢 ? 我 们 知道 ,爆破 出 来 的 土石 块 运动 各 
不 相同 ， 情 况 很 复杂 ， 但 就 它们 的 整体 来 说 ， 不 计 空气 % 
阻力 ， 爆 破 后 就 只 受 重 力作 用 ?根据 质心 运动 定理 ， 它 
ПА а ЕО ЕЯ 
F. Dk. REPERE G ЗЕЕ. Л ОЗА 23 
迹 通过 指定 区 域内 的 适当 位 置 ， 就 可 能 使 天 部 分 土石 块 8110.6 定向 爆破 
落 在 该 区 域内 ,达到 预期 的 效果 ， 如 图 10.6 所 示 。 

质心 运动 定理 在 理论 上 也 有 重要 意义 ， 因 为， 质点 系 的 复杂 运动 总 可 以 看 作 随 同 质 
心 的 平 动 与 绕 质心 的 转动 两 部 分 合成 的 结果 。 应 用 质心 运动 定理 求 出 质心 的 运动 ， 也 
就 确定 了 质点 系 随 同 质心 的 运动 ， 至 于 质点 系 绕 质 心 的 转动 ， 则 须 用 动量 矩 定理 来 
研究 。 


























【 例 10.5】 电动 机 重 内 ， 外 壳 用 螺栓 定 在 基 
础 上 ， 如 图 10.7 所 示 ， 另 有 一 匀 质 杆 ， KL Ж 
卫 ， 一 端 固 连 在 电动 机 轴 上 ， 并 与 基 轴 垂直 ， 另 一 
端 刚 连 一 重 Q 的 小 球 。 设 电动 机 轴 以 匀 角 速 转动 ， 
` 求 作用 于 螺栓 上 的 最 大 水 平 力 及 作用 于 基础 的 铅 
直 力 。 
解 : 将 电动 机 、 匀 质 杆 与 小 球 组 成 的 质点 系 作 
为 考察 对 象 。 由 题 意 ， 各 部 分 的 运动 已 知 ， 从 而 可 
以 求 得 质心 的 运动 。 取 静坐 标 Ory 如 图 所 示 ， 在 任 
一 瞬时 上， 匀 质 杆 与 y 轴 夹 角 为 wt。 电 动机 、 义 质 
图 10.7 电动 机 杆 与 小 球 组 成 的 质点 系 质心 的 位 置 坐标 为 : 
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Ра ain Qisinae 












































p2 PEQ! inot 
Е W+P+Q WFP” 
1 ар; š 
I P 2 COSwt Qlcoswt (Р- 200 ғ. 
x W+P+Q WFP HQ) O 
Жас. ус 对 上 的 二 阶 导数 ， 有 
Жас (РА20) ， 
de 7 2(W+TP+Q) S ™ 
dyc_ _ (P+2Q lw 
de  2(W+P+Q) OS™ 











作用 于 质点 系 的 外 力 有 重力 P、Q、W， 及 螺栓 对 电动 机 作用 的 首 的 水 平 力 PP， 基础 对 
电动 机 作用 的 铅 直 力 N， 由 式 (10- 17) 有 
(到 十 P 十 Q) xc с 
Е аг 
W+P+O d yc 
g d М W—P-Q 





sN 








解 得 N 
г- 0129 ау ші 


' 


М-МЕР-О- ЕЕ Uo 


螺栓 所 受 的 最 大 水 平 为 为 
> Е ШТА 
=R 


N. SW PHQ PEO ać 
ТЕНІЗ WEPHQ 是 由 各 部 分 重力 的 静 力作 用 而 产生 的 ， 称 为 静 反 力 ， 而 
МИ sosar 是 由 电动 机 运动 而 产生 的 ， 称 为 动 反 力 


Т 【 例 10. 6] 在 静止 的 小 船 中 点 D 处 站 着 两 个 人 ， 
其 中 一 人 重 Pi 二 500N， 由 船 中 点 向 右 走动 1. 5m， 另 一 


铅 直 力 的 最 大 值 为 














р. ||P 
1—7 人 重 Р, = 600N， 由 船 中 点 向 左 走动 0.5m。 如 果 船 重 
г т Q=1500N， 船 的 重心 在 中 点 DHEN. EKN a R 





и’. 计 水 的 阻力 ， 求 人 走动 后 小 船 的 位 移 。 
解 : 取 船 和 两 人 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 作 用 于 
质点 系 的 外 力 有 人 和 船 的 重力 Pl、P;、Q， 以 及 水 的 浮 
力 N。 初 豚 时 ， 人 和 船 均 静 止 。 在 内 外 作用 下 ， 人 和 般 
始 运动 。 建 立 固定 坐标 系 Ozy， 原 点 O 与 船 的 初始 位 
置 的 中 点 万 相 重合 ， 如 图 10.8 所 示 。 因 为 所 有 外 力 芝 
ТРТ" ЕНЕ, MOUF 0; FENRIR, зс 二 0， 所 以 系统 
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的 质心 坐标 zc 为 常数 。 质 心 在 工 方向 
ША 21-0, 22=0, 23= —а, 
初 瞬时 系统 质心 横 坐标 ze 为 


的 位 置 守恒 。 设 初 瞬时 系统 
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Ph 人 和 船 的 质心 坐标 分 


















































—msa —Qa 
temi т Tm. P +P,+Q 
当 两 人 走动 结束 时 ， 注 意 到 人 相对 于 船 的 位 移 为 相对 位 移 ， 船 本 身 的 位 移 是 牵连 位 
移 。 由 于 两 者 共 线 ， 所 以 其 代数 和 为 人 的 绝对 位 移 。 设 此 时 人 和 船 的 质心 的 横 坐 标 为 zi， 
а, 25, РАЯН 
xi=x+1.5, z;==z—0.5, z==z—a 
得 到 行走 结束 时 系统 质心 的 横 坐 标 为 Y А 
т xi tma; талі X 
` O m +m тз 
因为 zc=zt， 有 
一 0.5P。 
2 Р, 














将 数据 代入 ， 解 得 x 一 一 1. 73cm。 其 中 负 号 说 明 小 船 向 左 移动 。 


【 例 10.7】 曲柄 连 杆 机 构 安装 在 平台 、 


上 , 平台 放 在 光滑 的 水 平 基础 目 六 如 
图 10.9(a) 所 示 。 均 质 曲柄 QA EPA 以 
等 角速度 о ВО 5). ЖЕН АВ 
P., PREP, Ғайып ЧЗОЯМЕН- 
MERE RIR B 的 重力 ， 曲 柄 和 连 
杆 的 长 度 相等 , В ОА = АВ= L. 34 10 


台 速 度 为 零 。 求 平台 的 水 平 运动 规律 和 基 
础 对 平台 的 反 力 。 
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10.9 平台 上 的 曲柄 连 杆 机 构 

















解 : 取 曲 柄 、 连 杆 和 平台 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 质 点 系 所 受 外 力 为 曲柄 、 连 杆 和 
平台 的 重力 已 Po, P. 以 及 地 面 对 平台 的 法 向 约束 反 力 N。 所 有 外 力 皆 为 铅 垂 ， 且 初始 
时 系统 静止 ， 故 系统 的 质心 在 工 轴 上 的 坐标 守恒 ， 即 ze 为 常数 。 

FF OA 作 和 匀速 转动 , FF AB 为 平面 运动 , 平台 B 在 光滑 平面 上 平 动 。 由 于 平台 的 运 
动 ， 必 须 应 用 复合 运动 的 概念 研究 杆 OA 和 AB 的 运动 。 

建立 固定 坐标 系 O zy， 原 点 O 与 系统 初始 时 的 O 点 重合 ， 写 出 初始 位 置 和 一 般 位 置 
两 瞬时 的 质心 坐标 ， 利 用 质心 的 横 坐 标 守恒 ， 求 出 平台 的 运动 规律 。 

令 坛 0 

ттт .0 
тт mi Tm: тз 
在 任意 瞬时 上 +， 曲柄 OA 转 过 yg 角 ， 如 图 10.9(b) 所 示 ， 曲柄 连 杆 和 平台 的 质心 坐标 

















ті, а». НПЗ 


т = 二 cosur+z， 


22 


=L osut +=, 


zs == 


МЕ» 
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系统 质心 的 横 坐 标 为 


т (окита )+m ( Yooswrtz )+» .0 
Жа mi Tm: T mi 
根据 质心 坐标 守恒 ， 一 Cl 


m ты =m, (соки ) +m; (Yeoswrt: r )+ms “0 








2 
解 出 
= KP TSP (1— cosut) 
Р,+Р,+Р; 
上 式 为 平台 的 水 平 运动 规律 。 % 





为 求 基础 对 平台 的 反 力 ， 应 用 质心 运动 定理 。 首 先 在 一 аа ЕТІ 质心 的 纵 坐 
标 ， 即 质心 的 运动 方程 。 由 于 平台 只 作 水 平滑 动 ， вка аА ИС. BA D. 




















于 是 质心 的 纵 坐 标 为 \ 
ті (o t L sinat) і т [+ ! sine) Fm: • b 
yc "= Tm sm 
т (е Sha) +m ( Байти) 
ЕГЕ фф, сатаа ><] 


代入 公 RM SR “a í 
po | 








МЕР, +Р,+Р, ATA Aaw 
本 章 小 结 


1. 动量 定理 建立 了 物体 的 动量 变化 与 作用 力 的 冲 量 在 数量 和 方向 上 的 关系 。 
质点 的 动量 ; mo 
质点 系 的 动量 ; К-Хт,ә,--Мәс 


力 的 冲 量 ; S 一 | ra 
质点 的 动量 定理 : d(mo)= Fd: 


Sono) =F 


mv: — mv, = f Ей =S 


dg— FF 


质点 系 的 动量 定理 : J 


K, —K, = >S° 
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1.“ 动 量 等 于 冲 量 ” 的 说 法 对 吗 ? 

2. 小 球 沿 水 平面 运动 ， 碰 到 铅 直 的 墙 面 后 弹 回 。 设 碰 墙 前 后 的 速度 大 小 相等 ， 按 下 
式 计 算 冲 量 对 吗 ? 

то — то =s, | o =v, ЖТА s=0, 

3. 水 在 直 管 中 流动 对 管 壁 有 无 动 压力 ? 为 什么 ? 

4. 炮弹 飞 出 炮 膛 后 ， 不 计 空气 阻力 ， 质 心 沿 抛物 线 运动 。 炮 弹 爆 炸 后 ， 质 心 运动 规 
律 不 变 。 若 有 一 块 碎片 落地 ， 质 心 是 否 还 沿 抛物 线 运动 ? 为 什么 ?… 

5. 在 光滑 的 水 平面 上 放置 一 静止 圆 盘 ， 当 回 盘 受 大 ШЕ 盘 心 将 如 何 运 动 ? 
为 什么 ? ҒА 























з 

1， 设 炮 身 重 为 Mg, 炮弹 重 为 ywg、 炮弹 沿 水 平方 向 的 发 射 初速 为 w， 试 求 炮 身 的 速度 。 

2. 一 小 船 质量 为 M， 以 速度 动 在 静水 中 沿 直线 航行 志 站 在 船尾 上 的 人 质量 为 mm， 设 
某 瞬 时 人 开始 以 相对 于 船 身 的 速度 vr 走向 船 闪 ， 求 此 时 小 船 的 速度 。 水 的 阻力 忽略 不 计 。 

3. 跳 们 者 质量 为 тока 自 停留 在 高 空 的 下 和 开 飞 机 中 跳 } B. ЖЕ 100m 后 将 降落 伞 打 
FF IKENNE 气 阻 为 略 去 不 计 ， 并 设 在 张 伞 之 后 的 运动 中 所 受阻 力 为 一 常量 。 自 张 们 时 
开始 经 5s 后 、 ЕТЕ: 4. 5m/s。 КЛА: 2 2 09451, 

4. 汽车 以 36km/h 的 速度 在 平 直 道上 行驶 。 设 车 轮 在 制 动 后 立即 停止 转动 ， 问 车 轮 对 
地 面 的 滑动 摩擦 系数 /应 为 多 大 方 能 使 汽车 在 制 动 后 6s 时 停止 。 

5. 如 图 10.10 所 示 ， 浮 动 起 重 机 举 起 质量 m 二 2000kg 的 重 物 。 设 起 重 机 质量 m= 
20000kg, ЖҒК. ОА =8т; 开始 时 杆 与 铅 直 位 置 成 60" 角 ， 水 的 阻力 和 杆 重 均 略 去 不 计 。 当 
起 重 杆 OA 转 到 与 铅 直 位 置 成 30 角 时 ， 求 起 重 机 的 位 移 。 

6. 3 个 重 物 的 质量 分 别 为 mm = 20ка. т = 15ке. т: = 10ке, НИЕ M 
和 NN 的 强 子 相连 接 ， 如 图 10. 11 AR. KEH m 下 降 时 ， 重 物 m; 在 四 棱柱 ABCD 的 上 
面向 右 移 动 ， 而 重 物 m 则 沿 侧面 AB 上 升 。 四 棱柱 的 质量 m 二 100kg。 如 略 去 一 切 摩 擦 和 
滑轮 、 绳 子 的 质量 ， 求 当 物 块 m 下 降 lm 时 ， 四 棱柱 体 相 对 于 地 面 的 位 移 。 





















































图 10.10 浮动 起 重 机 图 10.11 求 四 棱柱 位 移 
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7. 如 图 10. 12 所 示 ， 水 平面 上 放 一 匀 质 三 棱柱 A， 在 其 斜面 上 又 放 一 匀 质 三 棱柱 Bo 
两 三 棱柱 的 横 截 面 均 为 直角 三 角形 。 三 棱柱 A 的 质量 为 三 棱柱 В 质量 ms 的 3 倍 ， 其 
尺寸 如 图 示 。 设 各 处 摩擦 均 不 计 ， 初 始 时 系统 静止 。 求 当 三 棱柱 B in ВН A 滑 下 接触 
到 水 平面 时 ， 三 棱柱 A 移动 的 距离 。 

8. 如 图 10.13 所 示 ， 匀 质 杆 AB K 直立 在 光滑 的 水 平面 上 。 求 它 从 铅 直 位 置 无 初 
速 地 倒 下 时 ， 端 点 A 相对 图 示 坐 标 系 的 轨迹 。 








图 10. 12 三 楼 柱 移动 полз 久 质 杆 端点 的 运动 轨迹 


9. 如 图 10. 14 Br PR P Wr ПІЛГЕ 小 球 质量 为 то. KE 
圆柱 体质 量 为 w ， 半 径 为 R， 放 在 光滑 水 平面 上 。 ив 求 小 球 未 脱离 大 半 
圆柱 体 时 相对 于 图 示 静 坐标 系 的 运动 轨迹 。 ~ 

10. 如 图 10. 15 所 示 ， 多 质 杆 AB. É L, ЖР, ЖА 与 4 匀 质 圆 盘 中 心 连接 。 圆 盘 半 
径 为 r, ЖО, 可 在 水 平面 内 作 无 滑动 滚动 。 当 ФАО, ЖАВ 的 В 端 沿 铅 垂 方向 下 滑 
的 速度 为 v,， 求 此 刚体 系统 在 图 示 瞬 时 的 动量 se 
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图 10.14 ”小 球 的 运动 轨迹 图 10.15 刚体 系统 瞬时 动量 


11. 如 图 10. 16 所 示 ， 子 弹 质 量 为 0. 15kg， 以 速度 o, =600m/s 沿 水 平 线 击 中 圆 盘 的 
中 心 。 设 圆 盘 质量 为 2kg， 放 置 在 光滑 水 平 支 座 上 处 于 静止 。 若 子弹 穿 出 圆 盘 时 的 速度 
也 一 300m/s， 求 此 时 圆 盘 的 速度 。 

12. 如 图 10. 17 所 示 , 平板 ABD 为 一 等 腰 直 角 三 角形 ， 其 斜 边 AB 长 为 12cm， 今 将 
此 三 角 板 以 顶点 A 支 于 光滑 水 平面 上 并 使 斜 边 AB 铅 垂 ， 然 后 让 平板 于 重力 作用 下 在 图 面 
内 自由 倒 落 ， 试 求 BD 边 中 点 M 的 轨迹 ， 设 在 平板 的 整个 运动 过 程 中 ， 顶 点 A 始终 保持 
在 水 平面 上 。 






































тош 动量 定理 








810.16 И! 810.17 平板 上 点 的 运动 轨迹 

13. 如 图 10. 18 HR. ЖАВ 原 长 为 /。， 刚 度 系数 为 &， 它 的 B 端 与 质量 为 ms 的 物 
块 M, 相 接 ， 在 光滑 平面 上 处 于 静止 。 质 量 为 ту 的 一 物 块 -MI 以 速度 o, 沿 水 平方 向 撞击 
弹簧 A 端 后 与 它 相 连接 。 设 т = 2, 不 计 弹 和 质量 ， -不计 摩擦 阻力 ， 求 此 系统 质心 C 
的 运动 方程 及 物 块 M. 的 运动 方程 。 

14. ШІ 10.19 所 示 ， 框 架 置 于 光滑 水 平面 上 жей 有 一 匀 质 杆 O0A，O 265, 
设 框架 与 杆 的 质量 分 别 为 M 及 六 ， 杆 长 为 4 人 开始 时 杆 与 铅 垂 线 成 0 角 ， 整 个 系统 处 于 静 
止 , 求 杆 自由 释放 后 到 达 铝 垂 位 置 时 框架 的 位 移 。 

















图 10. 18 系统 质心 及 物 块 的 运动 方程 图 10. 19 框架 位 移 
15. 如 图 10.20 所 示 ， 匀 质 杆 AB 长 2，A 端 在 光滑 水 平面 上 。 当 杆 与 水 平面 成 甸 角 
时 由 静止 自由 倒 下 ， 求 杆 的 端点 B 的 运动 轨迹 方程 。 
16. 水 道 断面 如 图 10. 21 所 示 ， 水 流 经 固定 水 道 ， 水 道 截 面积 逐渐 改变 。 水 流入 的 速 
度 w 二 2m/s， 水 道 进口 截面 积 为 0.02m 。 水 流出 的 速度 二 4m/s， 速 度 的 方向 如 图 所 
示 ， 假 设 水 是 不 可 压缩 的 ， 水 流量 是 定常 的 。 求 水 流 作用 在 水 道 壁 上 的 水 平 压力 。 

















图 10.20 杆 端的 运动 轨迹 方程 图 10.21 水 流 对 水 道 壁 的 水 平 压力 
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动量 既定 理 的 基本 理论 和 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 
(1) 理解 质点 动量 矩 、 质 点 系 动量 矩 、 转 动 惯量 等 概念 。 

(2) 熟练 掌握 动量 和 矩 定 理 和 动量 矩 守恒 定律 。 
G) 能 运用 动量 矩 定理 、 动 量 矩 守恒 定律 分 析 动 力学 问题 。 
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(CD 准确 理解 质点 、 质 点 系 的 动量 乱 
ep A „о AAAA ANTEA жал 
желт D ataqa. жете ae 
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刚体 平面 运动 (2) 平行 轴 定 理 
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È 基本 概念 


转动 惯量 ; 回转 半径 ; 平行 移 轴 定理 ; 质点 和 质点 系 的 动量 矩 。 


引 例 


第 10 章 建 立 了 作用 力 与 动量 变化 之 间 的 关系 ， 即 动量 定理 。 当 刚体 在 力 的 作用 下 绕 
某 点 或 某 轴 转动 时 ， 用 动量 无 法 描述 刚体 的 机 械 运 动 。 例 如 ， 一 刚体 在 外 力 系 作用 下 绕 过 
质心 的 定 轴 转 动 ， 无 论 刚体 转动 快慢 如 何 ， 也 无 论 其 转动 状态 变化 如 何 ， 它 的 动量 恒 等 于 
零 。 因 而 ， 动 量 定理 不 能 表征 这 种 质点 系 的 运动 规律 。 此 时 ， 要 用 动量 人 这 一 概念 来 描述 
质点 系 的 运动 状态 。 质 点 系 动量 候 的 变化 与 作用 在 该 质点 系 上 仑 办 对 该 点 或 该 轴 之 朱 有 
关 。 动 量 矩 定理 建立 了 这 两 者 之 间 的 关系 ， 天 该 定理 人 机 还 和 地 了 解 当 网 体 络 革 志 或 
轴 转 动 时 机 械 运 动 的 规律 \ 

онанда зжєяадкая. g XY- 


111. 1 转动 惯量 


наннан нв тази EWA AEII, 惯性 积 、 
ии Ж” „Хд 





11.1.1 pd Ж NS 


设 有 一 N re = 点 的 质量 为 m z4 
与 轴 > 的 距离 为 ~ ， 则 各 点 质量 mm 与 一 的 乘积 之 和 称 为 刚体 对 zx 轴 7 
的 转动 惯量 ， 用 符号 JKR 
Ј.= Emr; (11-1) 
可 见 ,， 刚体 对 某 一 轴 的 转动 惯量 不 仅 与 刚体 的 质量 大 小 有 关 ， 
而 且 与 质量 的 分 布 有 关 。 刚 体质 点 离 轴 越 远 ， 其 转动 惯量 越 大 ; J 
之 则 越 小 。 例 如 ,为 了 使 机 器 运转 稳定 ， 常 在 主轴 上 安装 一 个 飞 
轮 ， 飞 轮 边缘 较 厚 、 中 间 较 薄 且 有 一 些 空洞 ， 其 在 质量 相同 的 条 件 
下 具有 较 大 的 转动 惯量 。 
从 式 (11 -1) 知 ， 转 动 惯量 总 是 正 标量 。 它 的 量 纲 为 dimJ = 
ML’, MH kge m, 17 
工程 上 ， 计 算 刚体 的 转动 惯量 时 ， 常 应 用 下 面 公式 图 11.1 刚体 对 轴 的 
J:=mp: (1-2 转动 惯量 
AP. m 为 整个 刚体 的 质量 ，p. 为 刚体 对 = 轴 的 回转 半径 ， 它 具有 长 度 的 量 纲 。 由 式 (11 - 2) 得 
S ГЕ (1-3) 


т 
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如 果 已 知 回转 半径 ， 则 可 按 式 (11 - 2) 求 出 转动 惯量 ; 反之 ， 如 果 已 知 转动 惯量 ， 则 
可 由 式 (11- 3) 求 出 回转 半径 。 
必须 注意 ， 回 转 半径 只 是 在 计算 刚体 的 转动 惯量 时 ， 假 想 把 刚体 的 全 部 质量 集中 在 离 
































轴 距 离 为 回转 半径 的 某 一 圆柱 面 上 ， 这 样 在 计算 刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 时 ， 就 简化 为 计算 
这 个 圆柱 面 对 该 轴 的 转动 惯量 。 
对 于 质量 连续 分 布 的 刚体 ， 可 将 式 (11 - 1) 0 m, ШОУ dm, 而 求 和 变 为 求 积分 ， 于 
是 有 
J. = |е (11-4) 
下 面 举例 说 明 简单 形状 刚体 的 转动 惯量 的 计算 ， 表 贡 =1 HA 出 了 一 一 些 常见 刚体 的 转 
动 惯量 及 回转 半径 ， 以 供 查 用 。 <> 
表 11-1 简单 均 质 刚 体 的 转动 惯量 ` 、 
刚体 形状 简 图 转动 惯量 回转 半径 
: = 1 al p = 
细 直 杆 L Ü РЕ 28 С ЫН 
Е-Е H J572”! px т; 
细 圆 环 Ел 
„УЈо=т? оз" 
J,=J,=rmr р. =p, F 
圆 板 1 r 
ы Іо-зт” =z 
圆柱 体 J.=+m° = 
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( 续 ) 
刚体 形状 简 图 转动 惯量 回转 半径 
(ED 
空心 圆柱 i = +r) геч J4 Rtr) 
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【 例 11. 1】 等 截面 均 质 细 杆 (图 11.2)， 长 O 


Е 


=% 1. 质量 为 m, ORHAN ET j 点 且 与 杆 
y 轴 的 转动 惯量 。 
解 : 设 秆 单位 长 度 的 质量 为 Г Аж о 
图 11.2 PR 取 杆 上 一 微 段 dx， 其 质量 为 m= 
adz， 则 此 杆 对 y 轴 的 转动 惯量 为 
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2, = ра = 从 图 11.2 HAF 
杆 的 质量 nol, ЧЕ 
==? 
【 例 11.2] 求 半径 为 R， 质量 为 m 的 均 质 圆 环 (图 11. 3) 对 中 心 轴 О 的 转动 惯量 。 


Ж. 将 圆 环 沿 圆周 分 成 许多 微 段 ， 设 每 段 的 质量 为 m;， 由 于 这 些微 段 到 中 心 轴 的 距 


离 均 为 半径 尽 ， 所 以 圆 环 对 O 轴 的 转动 惯量 为 


Jo= >mR’=R’ Fmi=mR’ 
【 例 11.3] 求 半径 为 R， 质 量 为 m 的 均 质 等 厚薄 圆 板 对 通过 质心 且 与 板 面 垂直 的 > 


轴 的 转动 惯量 。 


解 : 建立 图 11.4 所 示 坐 标 系 ， 将 圆 板 分 为 无 数 同心 圆 环 ， 任 一 圆 环 的 





度 为 dr;， 则 贺 环 的 质量 一 2zrdrp.， 式 中 一 六 


2” 


是 均 质 圆 板 单位 面积 的 
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对 中 心 轴 的 转动 惯量 为 
J. = [атре т = zpR'/2 = +mR° (1-6 





图 11.3 均 质 圆 环 VEAL SARE 


11.1.2 平行 轴 定理 


从 转动 惯量 的 计算 公式 可 见 ， 同 盖 刚体 对 不 同 轴 的 转动 惯量 一 般 是 不 同 的 。 转 动 惯量 
的 平行 轴 定 理 给 出 了 刚体 对 通过 质心 的 轴 和 与 它 平 行 的 轴 前 转动 惯量 之 间 的 关系 。 

定理 “刚体 对 于 任意 轴 的 转动 惯量 ， 等 于 其 对 通过 质心、 并 与 该 轴 平 行 的 轴 的 转动 惯 
量 ， 加 上 刚体 的 质量 与 两 轴 间 距离 平方 的 乘积 ， 即 
i Ј.= 7,42, (11-7) 

证 明 : 如 图 11.5 М. BAIKARA т, ÑW xc 通过 质心 C，* 与 xc 平行 且 相 距 
ма. ЖЕ. MAy 与 ye 重合 ， 在 刚体 内 任 取 一 质量 为 m 的 质点 Mi， 它 至 xc 轴 
和 x 轴 的 距离 分 别 为 re 和。 刚体 对 于 s, ze 轴 的 转动 惯量 分 别 为 

Ј.= Ути? = Ут: (а?у), 








J. = Ут = Утба tyc) 
ІҢ z, у=ус+а, FÆ 
Ј.= Ут: [х5 (yictd)?] 
Ут, (22. yt) Б24Утус+а Ут, 








С, 

















由 质心 坐标 公式 
£ -ХОт,ус 
图 11.5 ”平行 轴 坐 标 Xx Em; 
因为 坐标 原点 取 在 质心 ，yc 二 0，>miyic 二 
0, УЖХт-т. FE 
J,=J.,-Fmd 


定理 得 证 。 
由 平行 轴 定 理 可 知 ， 在 所 有 平行 轴 中 ,刚体 对 过 质心 的 轴 的 转动 惯量 最 小 。 
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【 例 11.4] 质量 为 mx, 长 为 /的 均 质 杆 如 图 11.6 所 示 , 求 杆 对 yc 的 转动 惯量 。 
解 : 由 例 11.1 知 J =m, 根据 平行 轴 定 理 式 (11 - 7)， 可 得 
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2-1 v БЕ 12-4 
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【 例 11. 51 均 质 圆 盘 与 均 质 杆 组 成 的 复 摆 如 图 11.7 所 示 。 已 知 圆 盘 质量 m, H 
d， 杆 的 质量 m, Ki RERI EHEN O 的 转动 惯量 Jo。 





























уһ 
o = 
l 
图 11.6 SRAKF O - 图 11.7 #8 
解 : 复 摆 由 均 质 杆 和 均 质 盘 组 成 ， 所 以 有 ”下 ~ 
_ Jo 一 Jor +Jos Хд à 

其 中 ,< < 

Jo Pmi, Jo Jctm (13 2у 1„(4) + m (+ 4ү 
所 以 š 


Jo 一 Jofrr Jom T tm ( sg ҺР- ld) 











11.1.3 惯性 积 与 惯性 主轴 


在 刚体 动力 学 中 ,除了 前 面 已 学 过 的 转动 惯量 之 外 ， 还 有 另 一 物理 量 一 一 刚体 对 通过 
O 点 的 两 个 相互 垂直 轴 的 惯性 积 (或 称 离心 转动 惯量 )， 它 们 定义 为 
Ј=].= Уту; | 
Ш-Іы-Отуші è (11-8) 
Ла Ут: J 
RP, J. =J, J 二 Js 及 J 二 J 分 别称 为 刚体 对 tz、y 轴 ， у. = 轴 及 对 =、 工 轴 的 
惯性 积 。 
对 于 质量 连续 分 布 的 刚体 ， 将 友 改 为 dm， 则 可 将 式 (11 -8) 由 求 和 改 为 求 积分 。 如 果 
刚体 由 几 个 简单 形体 组 成 ， 分 别 求 出 各 简单 形状 的 惯性 积 ， 再 相 加 得 整个 刚体 的 惯性 积 。 
惯性 积 的 量 纲 与 转动 惯量 的 量 纲 相同 。 但 是 ,由 式 (11 - 8) 知 ， 由 于 刚体 各 质点 的 坐 
Жолы. у, z 的 值 可 正 可 负 或 为 零 ， 因 此 由 它们 的 乘积 之 和 求 得 的 惯性 积 也 是 可 正 可 负 或 


Маз) 
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如 果 J. = J.=0, WJ + 轴 称 为 刚体 在 O 点 的 惯性 主轴 ， 而 J. 称 为 刚体 对 主轴 xz 的 主 
转动 惯量 。 相 似 ， 如 J], 二 了 .二 0， 则 y 轴 称 为 刚体 在 O 点 的 惯性 主轴 ， 而 几 称 为 刚体 对 
主轴 y 的 主 转动 惯量 ;如 .二 J 一 0， 则 < 轴 称 为 刚体 在 О 点 的 惯性 主轴 ， 而 J 称 为 刚 
体 对 主轴 x 的 主 转动 惯量 。 

应 当 注 意 ， 主 轴 是 对 某 一 点 而 言 的 ， 对 于 不 同 的 点 ， 主 轴 的 方位 一 般 是 不 同 的 。 但 
是 ,不 论 在 哪 一 点 ， 总 能 找到 3 个 相互 垂直 的 主轴 。 通 过 刚体 质心 的 主轴 称 为 中 心 惯性 
主轴 。 

在 一 般 情况 下 ， 求 惯性 主轴 须 经 过 较 繁 的 计算 。 但 是 ， 如 果 刚 体 具 有 对 称 面 或 对 称 
轴 ， 则 确定 主轴 的 问题 大 为 简化 。 设 刚体 具有 一 对 称 面 ， 则 垂直 于 对 称 面 的 轴 即 为 该 轴 与 
对 称 面 交点 的 主轴 之 一 。 因 为 ， 如 以 对 称 面 为 zy Ш. < 轴 垂 直 于 对 称 面 ， 根 据 对 称 面 的 
定义 ,在 (zi，y;，zi) 处 有 一 质点 ， 则 在 (zi，y;， 一 zx) 处 必 有 汪 质 点 与 之 对 应 。 因 此 ， 在 
miziz; 中 ， 必 将 成 对 出 现 大 小 相等 、 符 号 相反 项 ， 玖 于 三 miziz; 二 0， 同 理 ， J. =0. 
所 以 < 轴 必 是 主轴 之 一 。 同 理 可 证 ， 对 称 轴 必 然 是 轴 上 任意 一 点 的 主轴 之 一 。 

【 例 11.6] "已 知 质量 为 m 的 物体 对 于 通过 质心 C 的 
轴 ze, ye 的 惯性 积 为 ,.， 试 证 明 : 对 于 过 O 点 且 平 
НЕ те, зс НО х. y MAWE J y =J тар. 

о 解 : 如 图 11.8 所 示 “ 刚 体 上 质量 为 mi 的 质点 M,» 
-在 坐标 系 Crcyc 及 Qzy 中 的 坐标 分 别 为 zi，y; 和 xz! 二 
> от Ға, ту +b; CFR, 根据 式 (11- 8) 有 

Б J = Dmiziy; 

了 < ч Ун Уту, = Ут, (х, +а) Су) 

Уу 惯性 积 =Pmiziyit Emabt Dmzbt Dmiyia 
注意 到 坐标 系 Czcyc 的 原点 在 质心 C， 即 zc 二 yc 二 0， 由 质心 公式 有 


Ё 
Хтау-тлс-0 
































teye 











Хт,у;-тус-0 
Ут, =т 
故 dy = Ta mab (11-9) 
这 一 关系 称 为 惯性 积 的 平行 轴 定理 。 
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1.2.1 质点 的 动量 矩 





设 质点 M 某 瞬 时 的 动量 为 mu， 对 点 O 的 位 置 矢 径 为 r 11.9, 位 置 坐标 为 (+，y， 
x)。 类 似 于 力 对 点 之 矩 ， 将 质点 的 动量 对 点 O 的 矩 ， 定 义 为 质点 对 点 O 的 动量 矩 ， 即 
Mo(mv)=rXmv (11-10) 
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质点 对 点 О 的 动量 矩 是 矢量 ， 其 方位 垂直 于 л 和 
то 矢量 所 决定 的 平面 ， 指 向 按 右 手 螺 旋 法 则 确定 。 
类 似 于 力 对 点 的 矩 与 对 轴 的 矩 之 间 的 关系 ， 可 得 到 
质点 对 点 O 的 动量 矩 与 对 过 该 点 定 轴 之 矩 的 关系 ; 
M,=[rXmo],= ymu,—zmu, | 
M,=[rXmo],=zmo,—zmoə > (11-11) 
M. =[. Хто]. = хто, — ymv, | 
M,、M,、M. 分 别 为 质点 对 +、y、< 轴 的 动量 矩 ， ақына = 
质点 对 某 点 的 动量 矩 在 过 此 点 的 某 轴 上 的 投影 等 于 质 Sg 
点 对 此 轴 的 动量 矩 。 AA 
RAL- 10) 也 可 写 为 81.9 яла 


М (тъ) =ғХтоъ=Мі+М,ј М.к =[ғХ mo], арна еты) 
























= т( уо. — zv, )i+m(zv, — хо. )j +m а = yu,)k (11-12) 


i. js KAWHE, ух z 轴 上 的 单位 矢量 EEEE dimMo=ML? T, M4 
H kg * m° /s, A N 





1.2.2 Mus оар 





质点 系 中 每 个 质 ， 点 对 定点 O ваня. [ 称 为 质点 系 对 定点 O 的 动量 矩 ， 
WA: А 
Жыға -хмА A KA Xm; v; (1-13) 

IP, mi, vi М, 分 别 为 质点 М, 的 质量 、 速 度 和 对 点 O 的 位 置 矢 径 。 


同 理 ， 质 系 中 所 有 各 质点 的 动量 对 于 任 一 定 轴 的 矩 的 代数 和 ， 称 为 质 系 对 于 该 轴 的 动 
Ж. ШІ 








= УМ. (mi, ) (11-30 
类 似 式 (11-11)， 有 
ее и 
[Loj,=L,= УМ, (то) = Ў[ь Хто], (1-15) 
[Lo J. =L.= УМ, (то) = >[r, Хто; ]. | 
质点 系 对 定点 O 的 动量 矩 在 过 该 点 的 某 轴 上 的 投影 等 于 质点 系 对 该 轴 的 动量 和 矩 。 
式 (11 -13) 也 可 写 为 
Lo(mo)=[Lo],i+-[Lo],j +[Lo].k=L,i+-L,j +L.k 
= EMit EM +>_M.k | 
= [к Хто, ] it Ук, Хто, jt >[r,Xmio, ].k 














(11-16) 











Ут: (уго zoyi H Ут, (хо хо )ј -Ут, (аго yV )k 
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1.2.3 刚体 的 动量 矩 


1. 定 轴 转 动 刚体 的 动量 矩 
设 刚 体 以 角度 速度 o 绕 定 轴 = 转动 , 如 图 11. 10。 刚 体内 任 一 点 М, 的 质量 为 m;， 到 
转轴 的 距离 为 r;， 速 度 为 v;。 由 式 (11 - 14) 知 刚体 对 转轴 z 的 动量 矩 为 
L:= УМ, (miv) = Уто; \ ӨТЕ 
= mer ri= Ўта? * o= J.o ] 
Жота 二 .是 刚体 对 定 轴 < 的 转动 惯量 。 шаны; лес 等 于 
刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角速度 的 乘积 。 
2. 平 动 刚体 的 动量 矩 
刚体 平行 移动 时 的 动量 和 矩 ， 由 式 (11- 13) 得 
Lo= Mo (m,o,) = >r, Хто, = >r, Хт, әс “с Хтәс, W L.=M. (тос), BJ, Ж 
动 刚体 对 固定 点 ( 轴 ) 的 动量 矩 等 于 刚体 质 , Соар зох CMD AOZA NEE 
3. і 500) 053 3 3E 
平面 运动 刚体 对 重 直 于 质量 对 称 平 而 的 国定 畏 的 动量 和 等 于 刚体 随同 质心 作 平 动 时 
质心 的 动量 对 该 加 的 动量 矩 与 绕 质 尼 轴 作 转 动 时 的 动量 答 之 和 。 
a d Y :=M. (mv) t Jw. 
[Ü] 11.7] 如 图 11.10 所 示 江 已 知 滑轮 A 的 质量 、 半 径 、 绕 质心 

















ә а 的 转动 惯量 分 别 是 mm 、R、VJi。 请 轮 巨 的 质量 、 半 径 、 绕 质心 的 转动 
( EBE m, Re, Je, ИКСИ ты. ШЕ ә, H Ri=2R;, Ж 
ЮГУР Ja 








$ B: Lo=La ов La: = Jion (Јах mo К) +m vR: 
ер 因为 о =u, ак LR FR 
Jı Tel: 




















所 以 Lo 一 (二 站 


[11.3 动量 矩 定理 


十 mz 十 ms в 
1.10 滑轮 


1.3.1 质点 的 动量 矩 定理 


设 质点 对 定点 O 的 动量 矩 为 Mo (mw)， 作 用 力 下 对 同 点 的 矩 为 Mo(F)， 将 动量 矩 对 
时 间 求 一 阶 导数 ， 有 


L oG) 4 ыту) xmvtrx 9 (то) 
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ГІ ШЕЛІ. 















































Жә, 因此， 下 Xmo 一 wuXmo 二 0， 又 根据 质点 动量 定理 ， 有 站 (mw) Е, 
所 以 
AMn =M) (11-18) 
此 式 即 为 质点 动量 矩 定理 质点 对 革 定 点 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 等 于 作用 力 对 同 
点 的 矩 。 


WRAL- 18) 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 ， 并 利用 点 的 动量 矩 与 对 轴 的 动量 矩 的 关系 
式 (11-11)， 可 得 质点 动量 矩 的 另 一 种 表达 式 


d = 
qM 0n =M: (F) 





dM,(mv)=M,(F) Же (11-19) 


d 





M.G) =M 

即 质点 对 某 轴 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 等 于 作用 力 对 同一 轴 的 矩 。 

【 例 11.8) 图 11. 11 所 示 的 单 摆 ， Елім; l, t =0 f сф. ЖЫН ek. Ж 
单 摆 的 运动 规律 。 |- 

解 : 将 小 球 视 为 质点 ， 作 受 方 分析、 画 受 力图 。Mo( 配 二 MD 
(T) +M, MIN. 因为 . ОМ, М,(тъ) = =з. 


Е) 点 动量 矩 定理 Майо) =M 
Lone 9-ші, mË taytaman 


动 ， singe=Z, е ай = &, M Ф оф 0, _ 解 微分 方程 ， 并 代 
入 初始 条 件 ; 1 二 0，g 二 pp，g 二 0， 则 单 摆 的 运动 方程 : p= фо 


cos( 2). вип 单 摆 


11.3.2 质点 系 的 动量 矩 定理 








研究 由 7 个 质点 组 成 的 质点 系 。 设 质点 系 中 第 i 个 质点 М, 的 质量 为 m;， 对 定点 O 〇 的 
WERK ro DEN mwv;， 其 上 作用 的 力 分 为 外 力 EAMAN F;。 根 据 质 点 的 动量 矩 定 
理 有 














мост) Мо Мов) 


这 样 的 方程 共有 nn 个， 相 加 后 得 
> мото) = Умов + Y MF) 





注意 到 内 力 总 是 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 作 用 线 相同 地 成 对 出 现 ， 故 有 уум) = 


М4 


gË ua 


s. n> Mom: v) = Mo = dlo, 于 是 得 











Mr = YME) (1-20) 

即 质点 系 对 于 任 一 定点 О 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 等 于 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 
对 同一 ГІТ ІТ 这 就 是 质点 系 动量 矩 定理 的 微分 形式 。 

将 式 (11- 20) 投 影 到 直角 坐标 轴 上 ， 得 

dL, _ ~ 

MD 

dL, 

S= = YM,F) [ 

q > | N (1-21) 

dL. _ < Ў 

TT МСЕ) \ 


即 质点 系 对 任 一 定 轴 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 鞭 于 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 对 同 
一 轴 的 力矩 的 代数 和 。 这 是 用 投影 形式 表示 的 质 上 系 动量 矩 定理 。 

必须 指出 ， 上 述 动员 矩 的 表 这 式 只 通用 开 对 国定 点 和 国定 四 ， 对 动 点 和 动 轴 ， 其 表达 
式 较为 复杂 

ся 9р. 如 图 1.12 ж. 卷扬机 鼓 轮 质量 为 wm， 半径 为 
~， 可 绕 过 鼓 轮 中 心 O 的 水 平 轴 转动 鼓 轮 上 绕 一 绳 ， 强 的 一 端 
.悬挂 一 质量 为 m 的 重 物 兴 鼓 轮 视 为 均 质 。 今 在 鼓 轮 上 作用 一 不 
- 变 力 偶 矩 M。 试 求 重 物 上 升 的 加 速度 。 

解 : 以 鼓 轮 和 重 物 构成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 该 质点 系 所 受 
的 外 力 有 重力 mig 和 mg， 力 偶 和 矩形 M 及 轴承 约束 反 力 
Fo Fo,。 

设 重 物 在 任 一 时 刻 向 上 的 速度 为 w， 由 运动 学 知 ， 鼓 轮 具 有 


角速度 w= 卫 
mg 质点 系 的 动量 及 外 力 对 轴 O 的 矩 分 别 为 
图 11.12 卷扬机 工 o 王 Jow 十 zzz ur Lon “ ҮЗ тоғ 














= от +2) 
УМЕ) =М—т ° r 
НН Е 0 = УМЕ). о +2m.)r ° LUET ae 





dt 2 dt 
а 20М— теғ) 
解 得 重 物 上 升 的 加 速度 а= 4 БЕЛЕ 


9 1.10] 图 11. винт, 每 两 叶片 间 的 水 流 均 相同 。 在 图 示 面 内 , 水 
流入 速度 为 mw ， 流 出 速度 为 w， 方 向 分 别 与 轮 缘 切线 成 角色 Ko. WAREN q KH 
密度 为 p。 求 水 流 对 水 轮机 的 转动 力矩 。 

解 : 取 两 叶片 之 间 的 水 为 研究 的 质点 系 。 设 在 瞬时 +， 两 叶片 间 的 流体 为 ABCD 


(BEY 





SNE оша 





(а) (b) 


图 11.13 水 轮机 转 轮 


[图 1.1305, ЖЕН :二 di， 流体 位 移 至 scd。 设 水 流 是 信 定 的 ， 则 两 咀 时 的 动量 抵 之 
差 为 43, 
dLo= La —Lamp Б «елат Laub 
如 转 轮 有 个 叶片 ， 则 有 ,AK 
Loa = аралоо, š Lapw = 1; рана ricos0, 


\ 


所 以 ， dLo= дарй Созғтсоз ЫА сӧз, 2. NS 
由 动量 矩 定理 得 水 流 受到 对 点 O 的 总 力矩 为 VAT 


Мо =n шы =q, p (wr сов, 一 WiricosO ) 


转 轮 所 受 的 转动 力矩 与 Mo(F) 等 值 反 向 = 上 式 表明 ， 转 动力 矩 与 流量 、 进 口 速度 及 
出 口 速度 有 关 > 一 


1.3.3 动量 矩 守恒 定理 


如 果 作用 于 质点 的 力 对 某 定点 O 或 某 轴 定 < WETE, WEM Спо) 0, З 


М.(то-0. 26011 - 18) 和 式 (11 - 19) 知 ， 质 点 对 该 点 或 该 轴 的 动量 矩 保 持 不 变 ， 即 
Molmw) 二 恒 矢 量 , 或 M-(mzo) 一 恒 量 。 此 为 质点 动量 矩 守恒 定律 。 

由 式 (11-20)、(11- 21) 知 ， 质 点 系 的 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 矩 ， 只 有 作用 于 质 
点 系 的 外 力 才能 使 质点 系 的 动量 矩 发 生 改 变 。 若 外 力 对 某 定点 (或 某 定 轴 ) 的 主 矩 等 于 零 ， 
则 质点 系 对 该 点 (或 该 轴 ) 的 动量 矩 保 持 不 变 。 这 就 是 质点 系 动量 矩 守 恒定 律 。 

【 例 11.11] 图 11.14(a) 中 ,小 球 A、B 以 细 强 相连 ,质量 皆 为 m， 其 余 构件 质量 不 
计 。 忽 略 摩擦 ,系统 绕 轴 z 自由 转动 ， 初 始 时 系统 的 角速度 为 wm 。 当 细 强 拉 断 后 ， 求 各 杆 
与 铅 垂 线 成 角 0 时 系统 的 角速度 w [图 11. 14(b)]。 

Ж. 此 系统 上 的 外 力 有 重力 和 轴承 出 约束 反 力 , 它们 对 转轴 z 的 力矩 恒 为 零 ， 因 此 系 
统 对 = 轴 的 动量 矩 守恒 。 

当 0=0 时 , ӘНЕ Г. =m Ч 050 时 ， 动 量 矩 Ls 二 2m(a 十 lsin9)?w， 


Ww 
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11.14 小 球 绕 定 轴 的 转动 








” а? 
H Г = 1.2, MIF оо Са 15119): % ° 


11. 4 刚体 绕 定 轴 转 动 的 微分 方 各 


设 刚体 在 外 力 系 作用 下 绕 定 轴 = P WRAAD, RERA * 的 动量 矩 为 了 .一 
Jiw， 如 作用 于 刚体 的 所 有 外 力 对 轴 z 的 力矩 之 和 为 二 M:( 玉 )， 考 虑 到 刚体 对 转动 轴 的 转 


动 惯量 了 REME, Х42-4-, ИЖС -21) 第 三 式 可 以 写成 


dw 


Әдә |. | -5 Ей _ 
di lg F| 9 а= УМ, СЕ) (1-22) 


上 式 表明 : 定 轴 转 动 刚 体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 等 于 作用 于 该 刚体 上 
的 所 有 外 力 对 转轴 的 力矩 的 代数 和 。 这 就 是 刚体 的 定 轴 转 动 微分 方程 。 

由 式 (11-22) 知 ， 对 于 不 同 的 刚体 ， 假 设 作用 于 它们 的 外 力 系 对 转轴 的 矩 相 同 ， 则 刚 
体 对 轴 的 转动 惯量 越 大 ，a 就 越 小 ， 其 转动 状态 的 变化 就 越 小 ; 反之 ， 刚体 对 轴 的 转动 惯 
量 越 小 ，c 就 越 大 ， 其 转动 状态 的 变化 就 越 大 。 因 此 ， 刚 体 的 转动 惯量 是 刚体 转动 惯性 的 
度量 ， 正 如 质点 的 质量 是 质点 惯性 的 度量 一 样 。 

【 例 11.12] 图 11.15(a) 所 示 传 动 系统 ， 主 动 轮 半 径 为 ri， 对 于 其 转动 惯量 为 Jo, 
从 动 轮 半 径 为 r,:， 鼓 轮 半 径 为 "。 鼓 轮 与 从 动 轮 固 结 成 为 一 个 刚体 ， 从 动 轮 连同 鼓 轮 对 于 
其 转轴 的 转动 惯量 为 Jo. ， 鼓 轮 外 绕 一 绳 ， 绳 端 系 一 质量 为 m 的 物体 。 若 在 主动 轮 上 作 
一 不 变 力矩 M， 设 轴承 处 摩擦 及 绳 和 胶带 质量 不 计 ， 求 重 物 的 加 速度 。 

Ж. 本 题 中 刚体 分 别 绕 两 个 不 同 轴 转 动 ， 应 取 两 个 研究 对 象 讨论 。 

d) 先 取 主 动 轮 讨论 

外 力 有 : 重力 mg， 轴承 O 处 的 约束 反 力 Fo, ，Fo,,， 主 动力 矩 M 及 胶带 张力 Fn， 
Ер. WA 11.15(c) 所 示 ， 由 式 (12-22), 有 
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11.15 传动 系统 


Jamu 一 M 一 (Fn 一 Fn)mn Ұл a) 
(2) 取 从 动 轮 连 同 重 物 一 起 讨论 。 i 
外 力 有 : 重 物 的 重力 mg ， 从 动 轮 的 重力 mg. MRO: 处 的 约束 反 J Fo,:， 
带 张力 Ға. Ер. ШИЕ 11. 16(b) 所 示 。 设 从 动 轮转 动 角 速度 为 ws， 角 加 速度 为 a; 
上 升 速度 为 vu， 加 速度 a。 对 轴 O, 应 用 动量 矩 定理 ， 有 


9 (ае ту) (Е Ер) —mgr 

















整理 得 . N 
Jo, ai mra=( Fr—Fn)r: Or、 (2) 
同时 ， 由 作用 与 反作用 定律 及 运动 学 知识 ， 有 
Енп-Еп, Ер-Ер. (та 0» ras =a (3) 





联 立 (1) (209, 求解 得 重 物 上 升 的 加 速度 
(Mr. —mgrri)rri 
Јо Ја т Етти? 


[11.5 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定理 


前 而 阐述 的 动量 矩 定 理 ， 只 适用 于 相对 惯性 参考 系 为 固定 的 点 或 固定 的 轴 ， 对 于 一 般 
的 动 点 或 动 轴 ， 动 量 矩 定理 具有 更 复杂 的 形式 。 然 而 ， 可 以 证 明 ， 如 取 质 点 系 的 质心 (或 
随同 质心 平 动 的 坐标 系 的 轴 ) 作 和 矩 心 (或 矩 轴 )， 动量 矩 定理 仍 保持 其 简单 形式 。 





11.5.1 质点 系 相对 质心 的 动量 从 


如 图 11.16 所 示 。O 为 任 取 的 固定 点 ,质点 系 
的 质心 C 相对 于 点 О 的 位 置 撩 径 为 re， 质点 系 中 任 
一 质点 M (质量 为 m;) 相 对 于 点 O 的 位 置 和 撩 径 为 + 
相对 于 质心 C 的 位 置 矢 径 为 r!， 作 用 于 质点 M, 的 外 














力 的 合力 为 Fi。 
以 O 为 原点 ， 建 定 坐标 系 Ozyz， 以 C 为 原点 ， 图 11.16 质点 系 


М5) 


gË. uu, 


建 动 坐标 系 Cx'y'c'。 随 质心 C 的 平 动 与 相对 于 质心 C 转动 的 合成 构成 了 质 系 的 复合 运动 
设 点 М, 的 绝对 速度 为 ww， 相对 速度 为 ws， 牵 连 速度 ws 就 是 质心 的 速度 vc。 由 速度 合成 
定理 有 





v= uc To, 
质点 系 对 于 点 O 的 动量 矩 为 
Lo= BMo (т; о) = Dr; Хто, = Dretr) Хто = Уге Хто; У) Хто; 
上 式 右 端 第 一 项 为 集中 于 质心 的 系统 动量 对 固定 点 О 的 动量 矩 ; 
DreXmivi=reX Ymi vi=rcXmve 
第 二 项 为 质点 系 对 质心 C 的 绝对 动量 矩 : 
Ун! Хт; ъ= Dr Xm(vetvs)=( Erm)X oc Ұқ Хә 
ERP Улт, -тес-0, Ун Хто =Le HEARD C 的 相对 动量 矩 ， 可 见 ， 
计算 质点 系 对 质心 C 的 动量 矩 时 ， 用 质点 系 绝对 速度 ww- 计算 出 的 对 质心 C 的 动量 矩 与 用 
质点 系 相对 速度 ws 计算 出 的 对 质心 C 的 动量 失 ， 其 结果 相同 。 因 此 
Lo=reXmvct le \ (11-23) 

即 质点 系 对 任意 定点 O 的 动量 矩 ， 等 于 集中 于 大， 心 的 系统 动量 对 点 O 的 动量 矩 与 质 

点 系 对 质心 C 的 动量 矩 的 矢量 和 。 








11.5.2 ШЕТІ 


x\ 


MUAR FE O ATEEN, ТЕТЕ 12898 


е AO X moc tLe = Хас yie 


Symi )= Уһ хЕ= У хЕ= Ere хХЕ+УнХЕ 








dre 
x 4 GeXmuc) = TË тос кс Оло) әс Xmuoc+rc < 9 тис) 


而 veXmvc=0, rX {nvo = УХЕ, УнхЕ= DMF:) 
所 以 有 
io УМЕ) (1-24 


即 质点 系 对 质心 C ҮӘТНЕЛЕ ЖТІМІНІЙ9-- E FEAE REIA AA R 
C 的 力矩 的 矢量 和 。 这 便 是 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 定理 。 比 较 式 (11 - 20) 可 知 ， 它 与 质 
点 系 对 定点 的 动量 矩 定理 ， 在 形式 上 是 一 样 的 。 

将 式 (11- 24) 投 影 到 随 质 心平 动 的 直角 坐标 系 的 轴 zc. yc. zc 上 ,得 


qhe Ум, (Е) 

Уму (Е) Б (11 - 25) 
а 

k Ме (Е) 





26077 


8118 piere 


P, Los Los То НАН Р ze, ус. zc 轴 的 动量 矩 。 式 (11 - 25) 表 明 : 质点 
系 对 任意 通过 质心 轴 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 ， 等 于 作用 在 质点 系 上 所 有 外 力 对 同一 轴 力 矩 
的 代数 和 。 这 就 是 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 定理 的 投影 形式 。 

质点 系 在 运动 过 程 中 ， 如 果 光 Me(F) 二 0 REM (F;) 二 0， 则 质点 系 对 质心 C( 或 通 
过 质心 的 轴 xc) 的 动量 矩 守恒 。 例 如 ， 跳 水 运动 员 跳水 时 ， 在 空中 运动 过 程 中 ， 如 果 不 计 
空气 阻力 ， 所 受 的 外 力 只 有 重力 ， 而 重力 对 质心 的 矩 等 于 零 ， 质 点 系 对 于 质心 的 动量 矩 守 
恒 。 如 果 他 想 在 空中 多 旋转 几 转 ， 他 就 要 把 身体 卷曲 起 来 ， 使 四 肢 尽量 靠近 质心 ， 以 减 小 
身体 对 质心 的 转动 惯量 ， 从 而 使 他 路 跳板 时 所 获得 的 初 角速度 增 大 ， 以 达到 多 旋转 几 周 的 
目的 ， 而 他 在 入 水 时 ， 又 将 身体 打开 ， 以 减 小 角速度 ， 从 而 取得 好 的 人 水 效果 。 

对 于 一 般 运 动 的 质点 系 ， 各 质点 的 运动 可 分 解 为 随同 质心 的 运动 和 相对 于 质心 的 运动 
〈 即 相对 于 跟随 质心 平 动 的 坐标 系 的 运动 )， 则 应 用 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 的 动量 矩 定 
理 ， 就 可 建立 这 两 部 分 运动 与 外 力 的 关系 ， 从 而 可 以 全 面 地 说 明 外 力 系 对 质点 系 的 运动 效 
应 ， 并 确定 整个 系统 的 运动 。 ICN 























| 11. 6 刚体 平面 运动 微分 方程 


设 如 图 11. 17 所 示 的 平面 图 形 为 通过 刚体 质心 C ,让 ке 
的 平面 图 ， 作 用 于 刚体 上 的 外 力 系 可 简化 为 在 此 平面 “| A 
图 形 上 的 平面 力 系 FSF е. Fro УНАА 
Ory 及 随 质心 C 平 动 的 坐标 系 Crcyc， 则 刚体 的 运动 
可 分 解 为 随 质 心 'G 的 平 动 和 绕 质心 轴 xck 过 质心 是 垂直 





1 








于 运动 平面 的 轴 的 转动 。 fà r 
于 是 由 质心 运动 定理 和 相对 于 质心 C 的 动量 矩 定 0 
理 , 有 81.17 平 动 从 标 系 
тас= УЕ ] 
dLe _ G1-26) 
МБ | 


式 中 ，m 是 刚体 的 质量 ; ac 是 质心 C 的 加 速度 。 上 式 中 第 一 式 投影 到 а. ун Е. 得 
mac, = ХЕ, | 
mac, = DF, 


de l 
а = УМЕ) 


若 刚 体 绕 轴 xc ОРЕВИ f Е у о. ЕЕ ЯАРАН ТОТИ ERER -17) 代 入 上 
式 ， 可 得 


(1-27) 


mac, =m k= УЕ, | 
тасу =m ўс= > (11-28) 


| 
这 就 是 刚体 的 平面 运动 微分 方程 。 


Ме)» 


e au 


下 面 举例 说 明 如 何 应 用 刚体 的 平面 运动 微分 方程 求解 平面 运动 刚体 的 动力 学 问题 。 

【 例 11.13] 匀 质 圆 轮 质量 为 六， 半径 为 尺 ， 沿 倾角 为 0 的 斜面 深 下 ， 如 图 11.18 所 
示 。 设 轮 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 /， 试 求 轮 心 C 的 加 速度 和 斜面 对 于 轮子 的 约束 反 力 。 

解 : 以 轮 为 研究 对 象 ， 作 用 在 轮 上 的 外 力 有 : 3 
H mg， 法 向 反 力 Fy 及 摩擦 力 Fio 

建立 图 示 Ory BRR, HEEP cac ўс 
0， 由 式 (11 -28), 得 








Е 














тас--трвіпд-Е, (1) 
0= —mgcos0+ Fs (2) 
J. a=F,R, (3) 
由 式 (2) 可 得 KIN” 
Ех macos0 (4) 
在 式 (1) 及 (3) 中 包含 3 个 未 知 量 ac、Fr、a， 必 
图 11.18 滚圆 轮 须 有 一 附加 条 竹 和 才能 求解 。 下 面 分 3 种 情况 来 讨论 。 


(1) 斜面 光滑 ， 即 /一 0， 当 轮 由 静止 开始 运动 ， 则 轮作 平 动 ， 此 时 ac=gsin0, 
(2) 轮子 与 斜面 间 无 相对 滑动 ， WSA 











“Ndc=Ra (5) 
联 立 式 (1)、(3)、(5), 解 得 、 „26 P 
: = S gsi, a жем,” = L mgsinð (6) 
(3 т НИВИ), ТҮГІ, 
y Е-/ғ (7) 
кожа); (3), (9, ， 解 得 
Ce 一 (sing 一 /cosg)8， a= 2188090, F= fmgcosh (8) 


要 确定 有 无 滑动 ， 须 视 摩 擦 力 的 大 小 是 否 达到 最 大 值 。 因 为 要 使 轮子 只 滚 不 滑 ， 必 须 
Ft 人 /Fs， 所 以 由 式 (6) 有 


Такта Ғтвсовд 


ШІ 


£ > 二 tang 


反之 , 如 果 /< 二 tang， 表 示 轮 子 既 滚 又 滑 ， 则 式 (8) 适 用 。 


【 例 11.14] 如 图 11. 19(a) 所 示 匀 质 半圆 柱 体 的 质心 C 与 圆心 Oi 的 距离 为 <， 柱 体 的 
半径 为 尽 ， 质 量 为 双 ， 它 可 在 固定 平面 上 作 无 滑动 的 滚动 。 求 偏离 平衡 位 置 后 ， 柱 体 的 运 
动 微分 方程 和 微小 摆动 的 周期 。 

т. 以 半圆 柱 体 为 研究 对 象 。 选 柱 体 平 衡 位 置 与 地 面 的 接触 点 O 为 原点 ， 建 立 Оту 
坐标 系 ， 柱 体 偏离 平衡 位 置 深 过 go 角 后 ,质心 C 的 坐标 为 : 


BEY 











和 








DN 
а 
а Е, 
N 
(a) і X ы 
тіл» занят 00000 
іс --Кф-евіпр N 6 
х 
对 1 求 二 阶 导数 得 : VAN 


x 


Ес-Кф ойсо ер? sinp 





2 singte g’ coso 
动 摩擦 力 的 方向 的 相对 滑动 趋势 相反 ， 大 小 应 满 





Ус 
受 力 如 图 11. 20(b) 所 示 。 注 意 静 滑 
м 


足 条 件 ; > v A 
x 了 > ғау ХМ. 
式 中 ，/ 为 静 滑动 摩擦 系数 SC А 


N m с=т ë —ефбоѕрі+еф sinp) =—F; 
` m ў с=т(е ф singte ġ* cosg) =Fx—mg 


应 用 式 (11 -28), ƏEBMIRETKú93F а н N: 








Ј..ф =F,(R—ecose)— Ехеѕіпр 

SJ = трі. р. НУКУ гс 的 回转 半径 。 这 是 一 组 非 线 性 微分 方程 。 此 处 仅 
研究 微小 摆动 。 即 很 小 , 则 sinp<*p，cosyp=z1。 又 2、 马 均 为 一 阶 微量， 略 去 二 阶 以 上 
微量 ， 故 可 将 上 面 的 微分 方程 组 线性 简化 为 : 

т(Кф еф) = — Е, 
0=Fx—mg 
тр:.ф =Е06—е) – Ехеф 
从 前 两 式 求 出 Ft、Fs， 代入 第 三 式 , 得 


eg == 
TEER rI 


这 是 线性 系统 自由 振动 微分 方程 。 振 动 周期 为 


EFR 
т=23 | — 
eg 


【 例 11.15] 匀 质 杆 OA КІ. AEH т. ОЗН ЕСВЕ ХОК. А 端 用 细 绳 悬挂， 如 
图 11. 20。 求 : 外 将 细 绳 突然 剪断 的 瞬时 ， 铵 链 О 的 约束 反 力 ， 思 杆 落 至 任意 位 置 时 ， 铵 


Қ ӨС) 




















e 


链 O 的 约束 反 力 ; @ 杆 落 至 铅 垂 位 置 时 ,将 O 处 的 销 钉 除去 ， 此 后 杆 的 运动 规律 。 





图 1.20 匀 质 杆 运动 


解 : (1) 在 细 强 剪断 瞬时 ， 杆 所 受 的 外 力 有 ， TA ng, O 的 约束 反 力 Fos Fos M 
图 11. 20(a) 所 示 。 此 时 村 作 定 和 轴 转动 ， 角 速度 为 《二 ON、 角 加 速度 未知。 质心 加 速度 为 


4c 一 上 a。 应 用 刚体 的 定 轴 转 动 微分 方程 有、 “、 





SG L 
` amta mg + 


解 得 Z 
x «= X (1) 
应 用 质心 运动 定理 , 有 ` 
S< 0-тас--Ео (2) 
Ф: 
à m атау =mg—Fo, (3) 
联 立 (1) 、(2) 、(3) 解 得 
Ға-0 


Еъ= та 


(2) 杆 落 到 任意 角 o 时 ， 所 受 的 外 力 有 : 重力 mg. OWARE Fo, Fo, ШІ 11.20 
(b) 所 示 。 
杆 运动 的 角速度 、 角 加 速度 均 未 知 。 欲 求 O 处 约束 反 力 ， 必 先 求 质心 加 速度 ac 因 此 ， 


先 应 用 定 轴 转动 刚体 的 转动 微分 方程 ， 有 ml фета ÑTeosgs 解 得 








a= ë —ŠEcosg w) 


= 5 Фф афа . dg ы. 
WFS PEE O RONNE A 





Раа sef 
“Lu Sa 


п Әнет 


е = Esino 


所 以 杆 质心 的 加 速度 为 


ас-ас +al-— gsingn 十 之 gcosgr 


a i ае”, ii : 
т) mgsing=ma¿ = Fo—mgsing 


3 
Hmgcosg— mac=Fotmgcosg 


解 得 





5 š ;< 
Бос таз Š 
0= mgsing INN 
N x 
1 Vy 
本 一 一 地 mgcosO 一 
°= — macpspÇ 7] 


(3) 除去 O 处 销 钉 后 ， 杆 所 受 的 外 力 只 有 重 为 pg 
取 定 坐标 系 Ory, 如 图 11. 20(c) 所 示 。 由 式 (5) 知 ， 杆 落 至 铅 垂 位 置 时 ， 有 


APAE A СР) АА 


























H I 
初始 夭 件 : 1-0, o= yont, ө-Е у OP 
„АА “АА” 
应 用 刚体 平面 运动 微分 方程 ， 有 С 
j N J m Ec — az 
S< dt > 
Ky А < 
` m Фе. Әс-ХЕ,-та 
J S= J a= EM, (F=0 
结合 前 述 初始 条 件 ， 由 式 (6)、(7)、(8)， 解 得 除去 销 钉 后 杆 的 运动 方程 为 
¿= A 


о а 
ЕА іа 


п |36. 
WT! 


通过 上 述 各 例 的 分 析 知 ， 应 用 动量 矩 定理 求解 动力 学 问题 的 步骤 一 般 为 ， 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(1) 根据 题 意 选择 合适 的 研究 对 象 。 分 析 研 究 对 象 所 受 的 全 部 外 力 ， 并 画 出 受 力图 。 
(2) 分 析 研究 对 象 的 运动 情况 ， 并 根据 运动 学 知识 ， 找 出 研究 对 象 中 各 刚体 之 间或 刚 





体 上 各 相关 运动 量 之 间 的 关系 。 





СЗ) 根据 研究 对 象 的 运动 情况 ， 选 用 合适 的 动力 学 方程 : 动量 矩 定理 、 动 量 和 矩 守恒 定 
理 、 刚 体 的 定 轴 转动 微分 方程 和 刚体 的 平面 运动 微分 方程 。 青 根据 已 知 条 件 ， 求 解 所 建立 


的 动力 学 方程 。 


Қ ИЕ) 
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І. MSEE: Mol(mv)=rXmv; 
质点 系 的 动量 矩 ; = УМ (то) = Хғ Xmv; o 


2. ЖАБ. A Mon) =M P); 


质点 系 的 动量 天 定理 : Lo = УМБ). 
i=l 


з. 质点 系 相对 于 质心 C 的 动量 短 定 理 ， He 
4. 刚体 对 Z 轴 的 转动 惯量 : .二 mir?; 
平行 轴 定 理 : Ј.=]., 二 md’ 。 x 
mac, =m NF; | 
5. 刚体 平面 运动 微分 方程 : тат ўс УЕ 
Ја Je = >Mc(F;) | 
“= 


=>Mc-(Fos. 











1. 质点 系 的 动量 按 公 式 K 二 也 mw; 二 Nnwc 计 算 , 那么 质点 系 的 动量 矩 是 否 也 可 以 按 公 
式 L 二 Mo Onivwi) 二 Mo (mvd HRE? 为 什么 ? 

2. 花样 滑冰 运动 员 利用 手臂 伸张 和 收拢 来 改变 旋转 速度 ， 试 说 明 其 原因 。 

3， 坐 在 转椅 上 的 人 不 接触 地 面 ， 能 否 使 转椅 转动 ? 为 什么 ? 

4. 为 什么 直 升 飞机 要 有 尾 桨 ? 如 果 没 有 尾 桨 ， 直 升 飞机 飞行 时 将 会 怎样 ? 

5. 如 图 11. 21 所 示 ， 传 动 系统 中 Л. J- 为 轮 工 、 轮 开 的 转动 惯量 ， 轮 工 的 角 加 速度 
BR а = НЦ? 


6. 质量 为 m 的 匀 质 圆 盘 ， 平 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 其 受 力 情况 如 图 11.22 所 示 。 设 
开始 时 ， 圆 盘 静 止 ， 图 中 尺 = 二 2r。 试 说 明 各 圆 盘 将 如 何 运动 。 


E: М 
€ 27 
F F 
R=2r к=, R=2r 
а) 中 © 


图 11.21 传动 系统 图 11.22 УЖА 
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1. 如 图 11.23 所 示 ， 无 重 杆 OA 以 角速度 w 绕 O 轴 转 动 。 质 量 思 一 25kg、 半 径 尺 一 
200mm 的 匀 质 圆 盘 以 3 种 方式 安装 于 OA 杆 的 A 点 。(1) 圆 盘 与 杆 焊接 在 一 起 ; (2) 圆 盘 
与 杆 在 А 点 铵 接 ， 且 相对 杆 以 角速度 wr 逆 时 针 转 动 ; (3) 圆 盘 相 对 OA 杆 以 角速度 w, 顺 时 
针 转 动 。 已 知 ww 二 w= 二 4rad/s， 计算 在 这 3 种 情况 下 ， 圆 盘 对 O 的 动量 矩 。 


400mm 


400mm 





R=200mm R=200mm 


(a) ә ХУ” (e) 
图 11.23 村 及 国生 转动 的 三 种 情况 


2. 如 图 11. 24 所 示 ， ЖОҒА m 的 信心 办 在 平面 上 作 平面 运动 。 轮子 轴 心 为 A， 质 心 
С. АС-е 轮子 半径 为 К. ЕШ ҺА ПЗА Jaz С.А. ВЕКА 

。 求 轮子 下 列 条 件 下 对 地 面 土 .B 总 的 动量 矩 。 су en ОЛО, Æ ww ЖЕЛІ; 
wm VA、 “为 已 知 。 

3. 如 图 11. 25 NR 小 球 A， 质 量 为 m， 连接 在 长 1 的 无 重 村 AB 上 ， 放 入 有 液体 的 
容器 中 。 杆 以 初 奸 角 速度 ww 绕 O O. 轴 转 动 小 球 受到 与 速度 反 向 的 液体 阻力 Е ma, k 
为 比例 常数 : 问 经 过 多 少时 间 角 速度 中 成 为 wu 的 一 半 ? 





图 11.24 偏心 轮 图 11.25 “小 球 连 杆 绕 轴 转 动 
4. 如 图 11.26 所 示 ， 两 个 重 物 M, 和 M, 的 质量 各 为 m 与 m. ， 分 别 系 在 两 条 不 计 质 








тубі. АЕ У ӘЛІН ЖЕНЕ n 和 rs 的 塔 轮 上 。 塔 轮 质量 为 was， 质心 为 0， 对 
O 的 回转 半径 为 p。 重 物 受 重力 作用 而 运动 ， 求 塔 轮 的 角 加 速度 a, 

5. 如 图 11. 27 所 示 ， 匀 质 杆 AB KAL 质量 为 mw ，B 端 刚 连 一 质量 为 ms 的 小 球 (小 
ЖаН А). ЖЕП 点 连 一 刚度 系数 为 的 弹簧 ， 使 杆 在 水 平 位 置 保持 平衡 。 设 给 小 
球 一 微小 初 位 移 各 ， 而 w 二 0， 试 求 杆 AB 的 运动 规律 。 
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11.26 求 塔 轮 角 加 速度 图 11.27 匀 质 杆 


6. 如 图 11.28 所 示 ， 水 平 圆 台 半径 为 300mm， 台面 上 有 二 过 圆心 的 直 粮 АВ. 一 长 
200mm、 质 量 为 1kg 的 匀 质 杆 放 在 直 槽 的 正中 间 ， 圆 人 台 绕 销 直 轴 以 匀 角 速 w 转动 ， 当 杆 
的 中 心 稍微 偏离 圆 台 中 心 ， 杆 将 沿 直 槽 运动 ， 求 杆 的 去 端 运 动 至 圆 台 边缘 时 加 台 的 角 速 
度 。 已 知 圆 台 对 转动 轴 的 转动 惯量 为 J=0. 1kg т”, 

7. 水 泵 叶轮 间 水 流 的 进 、 出 口 速度 三 角形 如 图 11.29 所 示 。 设 叶轮 转速 n=1450r/min, 
叶轮 外 径 0 =400тт, B,=45°, 0.--307. 0 二 90"， 流 量 q, 一 0.02m 人 s， 试 求 水 流 过 叶轮 
时 所 产生 的 力矩 。 SR 








图 11.28 水 平 圆 台 图 11. 29 叶轮 间 水 流速 度 示意 
8. 如 图 11. 30 所 示 ， 两 摩擦 轮 质 量 各 为 wm 、mz ， 在 同一 平面 内 分 别 以 角速度 wo 、 
wm 转动 。 用 离合 器 使 两 轮 吵 合 ， 求 此 后 两 轮 的 角速度 。 设 两 轮 为 匀 质 圆 盘 。 
9. 卷扬机 如 图 11.31 所 示 ， 轮 B、C 半径 分 别 为 R、r， 对 水 平 转动 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
Л. Jas ИЖА Л т, 设 在 轮 C 上 作用 一 常 力 偶 矩 M， 试 求 物体 A 上 升 的 加 速度 。 








В 1.30 摩擦 轮 图 11.31 卷扬机 
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10. 匀 质 实心 圆 轮 A MAR B 的 质量 均 为 mx， 半径 都 为 -， 两 者 用 杆 АВ Btk, Ti 
动 地 沿 斜面 深 下 ,斜面 与 水 平面 的 夹 角 为 9。 不 计 杆 的 质量 ,， 求 杆 AB 的 加 速度 及 杆 的 内 
21. 运动 系统 如 图 11. 32 所 示 。 

11. 如 图 11. 33 所 示 的 传动 装置 ,已 知 两 轮 对 On О 轴 的 转动 惯量 分 别 为 J 、J;， 
半径 分 别 为 -、R。 轮 O 上 作用 一 转 矩 M. 不计 轴承 处 摩擦 ， 求 两 轮 的 角 加 速度 。 











图 11.32 运动 系统 х. | 图 11.33 传动 装置 


12, 两 根 质 量 均 为 8kg 的 匀 质 细 杆 固 连 成 工 字形 ,可 绕 О 点 转动 ， 当 OA 在 水 平 位 置 
时 ， 工 形 杆 具 有 角速度 o=4rad/s, ЗН O 处 的 约束 反 力 (图 11. 34) 。 

13. 如 图 11.35 所 示 ， 为 求 半径 为 R500mm 的 飞轮 光 对 其 质心 0 的 转动 惯量 ,在 
飞轮 上 缠 一 细 绳 ， 强 的 末端 率 三 重 为 G 二 80N ІНЕ. НЕ Е Е А 2а 处 落下 ， 测 得 
КІМІҢ 4 二 16s。 为 消 夫 轴承 的 摩 近 ， 再 用 重 .Gs TION 的 重 鱼 做 第 二 个 试验 。 这 一 重 狂 
自 同一 高 度 落下 的 时 间 是 255. BERENE 常量 ， 且 与 重 锤 的 重量 无 关 ， 试 计 


算 飞 轮 对 O 的 转动 惯量 Jo。 K~ 
N N 


à 
0.25m | 0.25m 





A 11.34 TEF 图 11.35 飞轮 


14. 如 图 11. 36 所 示 ， 一 匀 质 圆 盘 刚 连 于 匀 质 杆 OC 上 ， 可 绕 轴 O 在 水 平面 内 运动 。 

已 知 圆 盘 的 质量 m =40kg, #4% r=150mm; #FOC К == 300тт. Miik т = 10ка. ЖЕ 
偶 

图 














作用 一 常 力 偶 矩 M 王 20N。m， 试 求 OC 转动 的 角 加 速度 。 
15. 如 图 11.37 所 示 匀 质 滑轮 A、 刀 质量 分 别 为 ma m, МЕК, re В R= 
2r, 物体 C 质量 为 m”* ， 作 用 于 A 轮 上 的 力 偶 矩 M 为 一 常量 ， 试 求 C 的 加 速度 。 
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1.36 ， 刚 连 子 匀 质 杆 的 匀 质 盘 ші? те 


16. 直径 为 50mm 的 轮子 ， 无 初速 度 地 沿 倾角 0 一 30 Тілі 5s 内 深 过 距离 S= 
3m， 设 轮子 只 深 不 滑 ， 试 求 轮子 对 轮 心 的 回转 半径 ， 如 图 11. 38 所 示 。 

17. 如 图 11.39 所 示 ， 一 鼓 轮 上 绕 有 不 可 伸 长 的 绳子 ， 绳子 一 端 固 定 ， 轮 和 轮轴 的 半 
径 分 别 为 R==90mm、r 二 60mm， 总 质量 为 m if fir Kg)， 对 过 轮 心 垂直 于 轮 中 心平 面 的 
Ah C 的 回转 半径 为 po 一 80mm， кин жж /- 0.4。 求 当 轮 子 沿 斜面 向 下 运动 
时 轮 心 的 加 速度 。 12 








11.38 滚轮 图 11.39 5% 
18. 如 图 11. 40 所 示 ， 一 半径 为 r 的 匀 质 圆 轮 ， 在 半径 为 R 的 圆 弧 面 上 只 深 动 而 不 滑 
动 。 初 瞬时 ,9 一 4 而 名 一 0。 求 圆 弧 面 作用 在 圆 轮 上 的 法 向 反 力 (表示 为 0 的 函数 ) 。 
19. 如 图 11. 41 所 示 匀 质 圆柱 体 A 和 B 的 质量 均 为 mx， 半 径 均 为 r-。 一 强 绕 于 绕 固定 
轴 〇 转动 的 圆柱 A E 强 的 男 一 端 绕 在 圆柱 B F. ЖВ 下落 时 质心 的 加 速度 (不 计 摩 擦 )。 











Ж 
图 11. 40 ” 圆 轮 在 圆 弧 面 上 滚动 图 11. 41 ”两 匀 质 圆柱 体 
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20. 如 图 11.42 所 示 的 匀 质 杆 AB 长 为 :， 放 在 铅 直 平面 内 ， 杆 的 一 端 A 靠 在 光滑 的 
铅 直 墙 面 上 ， 男 一 端 B 放 在 光滑 的 水 平地 板 上 ， 并 与 水 平面 成 gv 角 。 此 后 , 令 杆 由 静止 
状态 倒 下 。 求 : (1) 杆 在 任意 位 置 时 的 角 加 速度 和 和 角速度;(2) 脱 离 墙 时 ， 杆 与 水 平面 所 成 
的 夹 角 。 

21. 如 图 11. 43 所 示 ， 板 的 质量 为 m, ， 受 水 平 力 下 作用 沿 水 平面 运动 ， 板 与 平面 间 的 
动 摩擦 系数 为 /， 板 上 放 一 质量 为 m 的 匀 质 实心 圆柱 ， 此 圆柱 在 板 上 只 滚动 而 不 滑动 。 
求 板 的 加 速度 。 











图 11. 42， 匀 质 杆 运 动 S Wis 求 板 的 加 速度 

22. 如 图 11. 44 所 示 ， 半 径 为 r， 质量 为 mi 的 匀 质 圆柱 体 ， 放 在 粗糙 的 水 平面 上 。 设 
其 中 心 C 的 初速 度 为 v。， 方 向 水 平 向 右 ;同时 圆柱 作 图 示 方 向 转动 ， 其 初 角速度 为 mw， 
ВЖ атш. 如 圆柱 体 与 水 平面 的 阶 控 系数 为 人 падат, ЕЖЕН? Ж 
Шаа затта 
АЛ Ил m REAA bA 放置 在 光滑 水 平面 上 ， 如 图 11. 45 

所 示 。 若 已 点 的 支承 面 突然 移 开 ， 试 求 此 瞬时 准点 的 加 速度 及 A 端的 约束 反 力 。 
NO 
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图 11.44 圆柱 体 水 平 运动 图 11.45 匀 质 板 
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教学 目标 ， 


本 章 主 要 讲述 动能 定理 的 基本 理论 和 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 
D 理解 力 的 功 、 功 率 、 动 能 、 势 能 等 概念 。 
(2) 动能 定理 和 机 械 能 守恒 定律 。 

(3) 能 运用 动能 定理 分 析 较 复杂 的 动力 学 问题 。 


教学 要 求 











知识 要 点 EJER 相关 知识 





(1) 几 种 常见 力 的 功 
(2) 质点 、 
(3) 质点 、 


功 、 动 能 、 (1) 准确 理解 功 、 动 能 的 概念 
动能 定理 (2) 掌握 动能 定理 分 析 方法 








(1) 理解 功率 、 势 能 、 机 械 能 守恒 的 





功率 、 势 能 、 ша (1) 功率 、 功 率 方程 和 机 械 效率 
机 械 能 守恒 定 аса РСР (2) 几 种 常见 的 势力 场 、 势 能 、 势 能 
# (2) 能 用 机 械 能 守恒 定律 分 析 解 决 具 的 相对 性 


体 问 题 
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总 基本 概念 


力 的 功 ; 功能 ;动能 定理 ; 功率 ; 功率 方程 ;势力 场 ; Фф; 机械 能 守恒 


ЖЕ 引 例 


自然 界 中 存在 多 种 运动 形式 ， 它 们 互相 依存 ， 互 相 联系 ， 在 一 定 条 件 下 互相 转化 。 前 
两 章 我 们 讨论 了 以 动量 为 基础 建立 起 来 的 动力 学 普遍 定理 ， 可 以 归 为 动量 原理 一 类 。 本 章 
将 讨论 另 一 类 以 动能 为 基础 建立 起 来 的 动力 学 普遍 定 理 ， 称 为 动能 原理 ， 它 包含 动能 定理 
和 机 械 能 守恒 定律 等 。 

能 量 转换 与 功 之 间 的 关系 是 各 种 形式 运动 的 普遍 规律 ， 在 科隆 运动 中 则 表现 为 动能 
定理 。 不 同 于 动量 和 动量 矩 定理 ， 动能 定理 是 从 能 量 的 角度 炉 分 析 质 点 、 质点 系 的 动力 
жин, ARRAI, AK. пн, CETURIREAS REPRE 运动 之 间 的 
联系 。 K 


x \ 
SS 


[ 12. 1 яо 功 
CR 1и 是 此 旋 滑 路程 的 积累 效应 的 度量 ， 其 大 
小 等 于 力 与 其 作用 点 位 移 的 点 积 ; 用 到 来 表示 。 ， 
X W=F. ғ-Есб% (2-1) 
式 中 ， ла TEKEEN FARRE, DE 
其 量 纲 为 y S 
“> 




















ъа» L 

功 的 国际 单位 符号 为 J( 焦 耳 ), 等 于 1N 的 力 在 同方 向 lm 的 路 程 上 做 的 功 。 

若 质 点 M 在 任意 变 力 F 作用 下 沿 曲线 运动 
如 图 12. 1 所 示 。 力 下 在 无 限 小 位 移 dr 中 可 视 为 常 
力 失 ,经 过 的 一 小 段 弧 长 ds 可 视 为 直线 ，dr 可 视 
为 沿 点 М 的 切线 。 在 一 无 限 小 位 移 中 力 做 的 功 称 为 
元 功 ， 以 6W 表示 。 

根据 式 (12 -1) 有 图 12.1 力 的 功 

HW=F. dr 一 Fcosg • ds (12-2) 
力 在 全 路 程 上 做 的 功 等 于 元 功 之 和 ， 即 








w= [F + ar [оч as (12-3) 
不 难看 出 ， 当 力 始终 与 质点 位 移 垂直 时 ， 该 力 不 做 功 。 上 式 也 可 用 解析 表达 式 
w-[ (F.de +F,dy + F.42 а2-4) 
下 面 给 出 几 种 常见 力 所 做 的 功 。 
Ag 


|! 
Шю 


1. 重力 的 功 
设 质点 沿 轨道 由 Ml 运动 到 M: ， 如 图 12. 2 所 示 。 其 重力 P=mg 在 直角 坐标 轴 上 的 投 
影 为 





Е,-0, Е,-0, F.=—mg 
应 用 式 (12 -4)， 重力 做 功 为 
=f — gdz = mg (zı — z: (12-45) 
可 见 重力 做 功 仅 与 质点 运动 开始 和 未 了 位 置 的 高 度 差 (s 一 =。) 有 关 ， 与 运动 轨迹 的 形 
状 无 关 。 
对 于 质点 系 ， 设 质点 i 的 质量 为 m:， 运 动 始末 的 高 度 差 为 
之 和 为 













;二 <)， 则 全 部 重力 做 功 


EW = Ут, (zi — zg 

=mg(za 一 zç 

式 中 ，m 为 质点 系 总 的 质量 ; Ga = zo IDEIAK RERU ONHE, 质心 下 降 ， 
力 做 正 功 ; 质心 上 移 ， 重 力 做 负 功 。 погачи, 心 的 运动 轨迹 形状 无 关 。 

2. 弹性 力 的 功 

设 有 一 端 固定 于 O 点 而 另 一 K Fa EEA ñ MEMRAM 的 弹 纂 如 图 12.3 所 

IRo KURKEN /,， 质 点 Азау. АР АРАН ЕН МЕЛ F. ЕТІП 

弹簧 中 心 线 ， 与 A 相对 O- 点 的 矢 径 7 重合 。 若 运动 过 程 中 ， 弹簧 的 变形 量 (r 一 ) 在 弹性 

权限 内 ， 则 弹性 力 正 的 大 小 与 其 变形 量 成 正比 D 


(12-6) 
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В 12.2 重力 的 功 图 12.3 弹性 力 的 功 


F=—k(r—l,) 
式 中 负 号 表示 当 强 秘 受 拉 (r>>4) 时 ， 力 下 与 矢 径 方向 ( 志 一 mm) 相反， 反之 ， 当 弹簧 受 压 


时 (r<0) 时 ， 力 正 与 矢 径 方向 (二 一 六 ) 相 同 。 
比例 系数 称 为 弹簧 的 刚性 系数 (或 刚度 系数 )。 在 国际 单位 制 中 ，A 的 单位 为 N/m 或 


y 








I БСН 动能 定理 
kN/mm, 
应 用 式 (12-2), 点 A 由 Al 到 A, 时 ， 弹 性 力 做 功 为 
= Га. = | = (к = lo)ro бағ 
































HT 
r 1 1 2 
ro + dr ` dr dír» r) do” )=dr 
r 2r 2r 
于 是 
Wi = |? 60 odr СО =o)? — 6 0097 
à 
_ I 
Wi= (0 — ò) (12-7) 





式 中 (12-7) 是 计算 弹性 力 做 功 的 普遍 公式 。 ЕТТІ 可 以 是 空间 任意 曲 
线 ， 由 此 可 见 ， 弹 性 力 的 功 只 与 弹簧 始末 位 置 的 变形 量 9 有关， 与 力作 用 点 A 的 轨迹 形状 
无 关 。 由 式 (12- 7) 可见， 当 >t, ЭНЕР, 0.02 时 ， 弹 性 力 做 负 功 。 

3. 力 对 轴 之 矩 的 功 \ Ҳ 

图 12. 4 所 示 为 一 在 力 PERIS, 220 Ji F EERS A 处 的 微小 位 移 
中 所 做 的 元 功 为 Р x 

> ` ОУ ВЕ, Е, Кар 
Жі, R 为 力作 用 点 到 肉 的 算 距 ， аф 为 刚体 的 转角 ; 下 .为 力 
在 其 作用 点 轨迹 切线 上 的 投影 。 由 于 FR 二 M.(F)， 所 以 有 
EDA? owW=M.(F)dp (12-8) 

即 作用 于 刚体 上 的 力 在 刚体 微小 转角 上 所 做 的 元 功 等 于 
该 力 对 转轴 之 矩 与 微小 转角 的 乘积 。 

于 是 力 下 在 刚体 从 角 g, 到 z, 转动 过 程 中 做 的 功 为 








= |? M. Paç (12-9) 
ЖАНШУ А, МІН 
Wi = M.(P) lp, —p) а2-10) 





如 果 作 用 在 刚体 上 是 力 偶 ， 则 力 偶 所 做 的 功 仍 可 用 上 式 
计算 ， 其 中 M. 为 力 偶 对 转轴 z 的 矩 ， 也 等 于 力矩 矢 M 在 > 
轴 上 的 投影 。 

4. 平面 运动 刚体 上 力 系 的 功 

设 有 多 个 力作 用 于 平面 运动 刚体 上 。 取 刚体 的 质心 C 为 基点 ， 当 刚体 有 无 限 小 位 移 
时 , 任 一 力 Е, 作用 点 M, 的 位 移 为 

dr,=drc+dr;c 
式 中 ，drc 为 质心 的 无 限 小 位 移 ; алея M, 绕 质心 C 的 微小 转动 位 移 ， 如 图 12.5 所 示 。 
JI F, 在 点 Mi 位 移 上 所 做 的 元 功 为 
SW;=F* dri=F: * гс Е; * dre 





图 12.4 力 对 轴 之 矩 的 功 
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F, 如 刚体 无 限 小 转角 为 dp， 则 转动 位 移 dre L МС. КА 
MC + dy。 因此， 上 式 后 一 项 为 
Е, + алс Е,с050 + МС • de=Mc(F,)de 

式 中 , 0 为 力 F; 与 转动 位 移 drc 间 的 夹 角 ，Mc (Fi) 为 力 F; 对 质 
点 C 的 力矩 。 力 系 全 部 力 所 做 元 功 之 和 为 

= 00; = >F, • dre+-2>Mc(F,)de 

= Е; * а. Міф 
В 12.5 平面 运动 刚体 RP. ЕЛАК; M 为 力 系 对 质心 的 主 矩 。 刚 体质 心 C 
上 力 的 功 H C, BIC., 同时 刚体 又 由 e, E с, 角度 时 ， 力 系 做 功 为 


Wi = Гв ап + | Mcdo , Ж» (12-12) 
可 见 ， 平 面 运动 刚体 上 力 系 的 功 就 等 于 力 系 向 质心 简化 所 得 的 力 和 力 偶 做 功 之 和 。 这 
个 结论 也 适用 于 作 一 般 运 动 的 刚体 ， 基 点 可 以 是 刚体 让 的 任意 一 点 。 


[12.29 в 


本 节 介绍 质点 和 质点 系 的 动能 及 其 计算 。 








(12-11) 








12.2.1 质点 与 质点 系 的 动能 


1. 质点 的 动能 а У 
ИЕЛЕ АЙЫУ m. ЕНЕ ә. WERKE 
T (12-139 

动能 是 标量 ， 恒 取 正 值 。 动 能 的 量 纲 与 功 的 量 纲 相同 。 动 能 的 单位 ， 在 国际 单位 制 中 
也 为 J。 

动量 和 动量 都 是 机 械 运动 的 两 种 度量 ,前 者 与 质点 速度 的 平方 成 正比 ， 是 一 个 标量 ; 
后 者 与 质心 速度 的 一 次 方 成 正比 ， 是 一 个 矢量 。 

2. 质点 系 的 动能 

质点 系 内 各 点 动能 的 代数 和 称 为 质点 系 的 动能 ， 即 








т= Утай (12-14) 


12.2.2 刚体 的 动能 


刚体 是 由 无 数 质点 组 成 的 质点 系 。 刚 体 作 不 同 的 运动 时 ， 各 质点 的 速度 分 布 不 同 ， 刚 
体 的 动能 应 按照 刚体 的 运动 形式 来 计算 。 


(20077 


БАР ШЕЛ. 


1. 平 动 刚体 的 动能 
当 刚体 作 平 动 时 ， 各 点 速度 都 相同 ， 可 用 质心 的 速度 wc 表示 ， 有 
T=> Lmv? Dm Lm (12-15) 
RP, т Ут, 是 刚体 的 质量 。 
2. 定 轴 转动 刚体 的 动能 
如 图 12. 6， 刚 体 绕 定 轴 z 转动， 角速度 为 a， 其 中 任 一 点 m, 到 转轴 的 垂 距 为 x;， 于 
是 刚体 的 动能 为 





























T=> ута? =; утна) = La Уту yho’ (12-16) 


本 是 刚体 对 于 x 轴 的 转动 惯量 。 即 绕 定 轴 转 动 刚体 的 动能 。 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯 
量 与 角速度 平方 乘积 的 一 半 。 AN 

3. 平面 运动 刚体 的 动能 Ñ) 

取 刚 体质 心 C 所 在 的 平面 图 形 如 图 12. 7. 所 东 、 设 图 形 中 的 点 了 是 某 瞬 时 的 瞬 心 ，& 
是 平面 图 形 转动 的 角速度 ， 于 是 做 平面 运动 的 刚体 的 动能 为 














图 12.6 定 轴 转 动 的 刚体 图 12.7 平面 运动 刚体 的 质心 和 瞬 必 
T=} Jm? 
IOP, Je 是 刚体 对 于 瞬时 轴 的 转动 惯量 。 将 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 代 入 ， 有 
T=} Jetmd ð= Ja ка = Jo өй (12-17) 


即 做 平面 运动 的 刚体 的 动能 ， 等 于 随 质 
心平 动 的 动能 与 绕 质心 转动 的 动能 的 和 。 

【 例 12.1] 图 示 12. 8 系统 是 由 均 质 圆 盘 
A、B 以 及 重 物 D 组 成 。 A、B 各 重 P， 半径 
HHR. МЖ А 绕 定 轴 转 动 ， 圆 盘 В 沿 水 平 
面 作 纯 滚 动 ， 且 两 圆 盘 中 心 的 连 线 OC 为 水 平 
Re eJ D it Q. 在 图 示 瞬 时 的 速度 为 w。 
若 绳 的 质量 不 计 ， 求 此 时 系统 的 动能 。 
Ж. 系统 中 圆 盘 A 作 定 轴 转 动 ， 圆 盘 В 图 12.8 圆 盘 运动 
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作 平 面 运动 ， 重 物 D 作 平 动 。 
根据 重 物 D 的 速度 为 w， 且 绳 不 可 伸 长 ， 可 求 得 圆 盘 A 的 角速度 为 








m 
44% B 的 角速度 为 
=: 
овор 
圆 盘 B 质 心 C 的 速度 为 
i 








因 重 物 D 作 平 动 ， 则 重 物 D 的 动能 Жо 

Т, - ти? =; 4 h 

圆 盘 A 作 定 轴 转 动 ， 则 圆 盘 A 的 动能 . Ж 
1, 1/1, R&A 

T: zJowA AEN бе) 

圆 盘 妃 作 平面 运动 ， 则 圆 盘 妃 的 动能 K y 


TORE. Ру 1/1, Pov ЭР, 
Ts =g meve Ha) 2(2 ЕЕ) к) “16” 
此 时 整个 系统 的 动能 为 — O ы 

TT ERT = Тед ДЕ (он 
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` 112. 3ye = = 
以 上 讨论 了 力 的 功 、 质 点 和 质点 系 动能 的 计算 ， 本 节 要 研究 动能 变化 与 作用 力 所 做 功 
之 间 的 关系 ， 即 动能 定理 。 动 能 定理 有 微分 型 和 积分 型 两 种 。 
1， 微 分 型 的 动能 定理 
设 质点 系 中 任 一 质点 М, 的 质量 为 m;， 位 置 和 撩 径 为 六， 速度 为 w， 作 用 于 该 质点 的 所 
有 力 的 合力 为 F;， 根 据 牛 顿 第 二 定律 有 





两 边 点 乘 dr 得 








dr 一 zdt， 上 式 可 写成 








Í 


o, do, 2 itv 7 ад, W; =F; • dr, RAER, 有 











а( та?) =з, (12-18) 


EBE 


981280 Әйке 








式 (12- 18) 称 为 质点 动能 定理 的 微分 形式 ， 即 质点 动能 的 增 量 等 于 作用 在 质点 上 力 的 
元 功 。 
车 质点 系 由 个 质点 组 成 ， 则 每 个 质点 都 可 以 列 出 这 样 一 个 方程 ， 将 它们 相 加 ， 


Dd (Bmw: ) =>, 











或 


即 
ат- Хм, (12-19) 
这 就 是 质点 系 动能 定理 的 微分 形式 : 质点 系 动 能 的 变化 ， S Pf PB EMA 
的 元 功 和 。 
由 式 (12-18) 可 见 ， 力 做 正 功 时 ， визии нб. 质点 动能 减 小 。 
2. 积分 型 的 动能 定理 
积分 式 (12-18) 有 


或 Ç 
, 1 Vç 
эт 05 — то Nn (12-20) 


这 就 是 质点 动能 定 条 的 积分 形式 ， 质点 动能 的 改变 量 等 于 作用 于 质点 上 的 力 做 的 功 。 
PARA -TIA 
ЖА» т, ум) (12-21) 

上 趟 中 全 BUT, 分 别 是 质点 系 在 运动 过 程 的 起 点 和 终点 的 动能 。 式 (12 -21) 为 质点 系 
动能 定理 的 积分 形式 : 质点 系 在 运动 过 程 中 ,起 点 和 终点 的 动能 的 改变 量 ， 等 于 作用 于 质 
点 系 的 全 部 力 所 做 的 功 的 和 。 

3. 理想 约束 

对 于 光滑 固定 面 和 一 端 固 定 的 绳索 等 约束 ， 其 约束 力 都 垂直 于 力作 用 点 的 位 移 ， 约 束 
反 力 不 做 功 。 又 如 光滑 铵 支 座 、 固 定 端 等 约束 ， 显 然 其 约束 反 力 也 不 做 功 。 约 束 反 力 做 功 
等 于 零 的 约束 称 为 理想 约束 。 在 理想 约束 条 件 下 ， 质 点 系 动能 的 改变 只 与 主动 力 做 功 有 
Ж. 式 (12- 18)~ 式 (12 -21) 中 只 需 计 算 主动 力 所 做 的 功 。 

光滑 铵 链 、 刚 性 二 力 构件 以 及 不 可 伸 长 的 细 绳 等 作为 系统 内 的 约束 时 ， 其 单个 的 约束 
力 不 一 定 不 做 功 , 但 一 对 约束 反 力 做 功 之 和 等 于 零 ， 也 都 是 理想 约束 。 如 图 12. 9(a) 所 示 
的 贸 链 ， 贸 链 处 相互 作用 的 约束 力 F 和 F' 是 等 值 反 向 的 ， 它 们 在 匀 链 中 心 的 任何 位 移 dr 
上 做 功 之 和 都 等 于 零 。 又 如 图 12. 9(b) 中， 跨 过 光滑 滑轮 的 细 绳 对 系统 中 两 个 质点 的 拉 
力 让 二 Ff;,， 如 绳索 不 可 伸 长 ， 则 两 端的 位 移 dm 和 dr, 沿 绳索 的 投影 必 相 等 ， 因 而 F. 
和 F, 两 约束 力 做 功 之 和 等 于 零 。 至 于 图 12. 9(c) 所 示 的 二 力 杆 对 A, B БЛІМ ЕЛ. 
有 F 二 F;， 而 两 端 位 移 沿 АВ 连 线 的 投影 又 是 相等 的 ， 所 以 约束 力 F.. F. 做 功 之 和 也 等 
FẸ. 
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ST mio 理想 约束 的 实例 0 
一 般 情况 下 ， 滑 动 磊 控 力 与 物体 的 相对 位 秽 反 疝 ;. 辜 擦 力 做 负 功 ， 不 是 理想 约束 ， 应 
用 动能 定理 时 要 计 天 摩擦 力 的 功 。 但 当 轮子 在 固定 面 上 只 滚 不 滑 时 ， 接 触 点 为 瞬 心 ,滑动 


摩擦 力作 用 点 没 动 ; 此 时 的 滑动 摩擦 力 世 不 做 芒 。 
点 也 是 理想 约束 I 
工程 式 中 很 多 约束 可 视 为 理想 约束 ， 此 时 未 
应 用 是 非常 方便 的 。 
必须 注意 的 是 ， 作 用 于 质点 系 的 力 既 有 外 力 ， 





值 反 向 ， 但 所 做 功 的 和 并 不 等 于 零 。 例 如 ， 由 两 个 相互 吸引 的 质点 M 和 M. 组 成 的 质点 





系 ， 两 质点 相互 作用 
从 ”所 示 。 虽 然 内 力 的 矢 
两 力 所 做 功 的 和 为 正 


和 为 负 。 所 以 内 力 所 做 的 功 的 和 一 般 不 等 于 零 。 又 如 ， 汽 车 


因此 ， 不 计 滚动 摩 阻 时 ， 纯 滚动 的 接触 
的 约束 反 力 并 不 做 功 ， 这 对 动能 定理 的 
也 有 内 力 ， 在 某 些 情形 下 ， 内 力 虽 然 等 
的 力 Ез 和 Fi 是 一 对 内 力 ， 如 图 12. 10 


量 和 等 于 零 , 但 是 当 两 质点 相互 趋 近 时 ， 
; 当 两 质点 相互 离开 时 ， 两 力 所 做 功 的 














机 发 动机 的 气缸 内 膨胀 


内 力 做 功 的 和 不 等 于 零 ， 内 力 做 的 功 使 汽车 的 动能 增加 。 此 


м Еи 外 ， 如 机 器 中 轴 和 轴 
是 内 力 ， 它 们 做 负 功 

这 些 内 力 所 做 的 功 。 

同时 也 应 注意 ， 


的 气体 对 活塞 和 气缸 的 作用 力 都 是 内 力 ， 























承 之 间 相 互 作用 的 摩擦 力 对 于 整个 机 器 
， 总 和 为 负 。 应 用 动能 定理 时 都 要 计 入 




















在 不 少 情况 下 ， 内 力 所 做 功 的 和 等 于 零 。 











例如 ,刚体 内 两 质点 相互 作用 的 力 是 内 力 ， 两 力 大 小 相等 、 
图 12.10 两 个 相互 吸引 的 质点 方向 相反 。 因 为 刚体 上 任意 两 点 的 距离 保持 不 变 ， 沿 这 两 点 
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жо әне 


连 线 的 位 移 必定 相等 ， 其 中 一 力 做 正 功 ， 另 一 力 做 负 功 ， 这 一 对 力 所 做 的 功 的 和 等 于 零 。 
刚体 内 任 一 对 内 力 所 做 的 功 的 和 都 等 于 零 。 于 是 得 结论 : 刚体 所 有 内 力 做 功 的 和 等 于 零 。 
不 可 伸 长 的 柔 绚 、 钢 索 等 所 有 内 力 做 功 的 和 也 等 于 零 。 
从 以 上 分 析 可 见 ， 在 应 用 质点 系 的 动能 定理 时 ， 要 根据 具体 情况 仔细 分 析 所 有 的 作 
力 ， 以 确定 它 是 否 做 功 ; 应 注意 : 理想 约束 的 约束 反 力 不 做 功 ， 而 质点 系 的 内 力 做 功 之 和 
并 不 一 定 等 于 零 。 
【 例 12.2] — E P=100N 的 可 绕 水 平 固 定 轴 
转动 的 均 质 杆 AB 与 一 弹簧 相连 ， 如 图 12.11 所 示 。 
弹簧 原 长 L=0. 5m， 弹 簧 刚性 系数 4 一 50N/m。 已 知 
杆 在 水 平 位 置 AB, 时 的 角速度 mw = 2rad/s。 若 弹簧 
质量 和 轴承 A 处 的 摩擦 忽略 不 计 ， 求 杆 经 过 铅 直 位 
置 AB, 时 的 角速度 。 ^ 
т. 取 杆 AB 为 研究 对 象 ， hi Ad 
弹性 力 和 轴承 A 处 的 约束 反 力 ЕА. Fay ы 
杆 由 位 置 AB, 运动 到 位 置 AB, 这 1. 
弹簧 的 初始 变形 为 

































































à =0Cı —l =/0. 5° +0. 5° Се 
RATI. MEES еи 
ӛ.-ОС,-й--(0.5--0.5)--0.5-0.5ал) X; “图 12. п 绕 轴 转 动 的 匀 质 杆 


初始 位 置 和 终了 位 置 古 的 质 ， BC 的 高 度 差 4 一 0 а: 
计算 作用 在 杆 AB 上 的 力 的 功 。 弹 性 力 五 做功 ~ 











М W.= 001—8) 50% (0,202 —0. 5) =—5. 180) 
重力 做 功 
-Рһ-100Х0.5-50() 
作用 在 杆 上 各 力 做 功 的 和 
EW=W;+W,=—5. 18+50=44. 82(J) 
计算 杆 АВ 的 动能 。 在 位 置 АВ, 时 杆 的 动能 




















下 

Tip Jai= gg XY! БА а АЛУ 
fw AB, 时 杆 的 动能 

T, L pal 11Р 151001. тз 














27344-68 
根据 动能 定理 T, Т SEW, 将 以 上 结果 代入 ， 求 未 知 量 оз 
1. 702 —6.8=44. 82 
求 得 杆 AB т АВ, 时 的 角速度 ао» 
а =5. 51rad/s 
【 例 12.3] ЕМЕЛ Ат. СИЕ». 视 为 均 质 圆柱 ， 强 索 另 一 端 有 一 个 质量 
为 m WEW. HEERE M 的 作用 下 ,通过 绳索 牵引 重 物 沿 倾角 为 0 的 斜面 上 升 ， 
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如 图 12.12 所 示 。 设 开始 时 系统 静止 ,不 计 各 处 摩擦 ， 求 当 鼓 轮转 过 g 角 后 的 角速度 w 和 
角 加 速度 a。 

解 : 取 鼓 轮 和 重 物 为 研究 对 象 ， 以 鼓 轮 
7 从 静止 开始 转 过 o 角 作为 研究 过 程 。 在 这 个 
过 程 中 ， 重 物 上 升 一 段 距离 \ 一 mp。 在 过 程 的 
起 始 瞬 时 系统 的 动能 


























Ta=0 
ü 设 过 程 终 了 瞬时 轮 的 角速度 为 w， 则 重 
о тек 物 的 速度 v=rw， 此 时 系统 的 动能 
T. La | Jon 1а 1 (5 lmr Ja? TO Qm: Fm) 
系统 所 受 的 约束 为 理想 约束 ， ыша ыы ықы МЕЛС. С. Е 





述 过 程 中 ， 各 力 做 功 的 和 
УУ/-М%ф-6б., зм er sinô) 
由 质点 系 动能 定理 有 <N 


1 
4 





rw m т) 0=(M moəgrsin0)g@ (1) 





于 是 得 






和 过 2 /M 一 regrsinb 2 
Ж 2m; mi бА 


KR a, 1 KROK pho 作为 时 间 的 函数 ， 然后 两 端 对 时 间 1 求 导数 ， 得 
Loam +) (M— mgrsinf)w 





< з 
АНАА, АВЕО УВЕ a 

_ 20М— т» grsin0) 

а т. Fm) 
【 例 12.4] 在 绞车 的 主动 轴 工 上 作用 一 恒 力 偶 矩 M， 用 以 提升 重 物 Q， 如 图 12.13 所 
示 。 已 知 主动 轴 工 和 从 动 轴 开 连同 安装 在 这 两 轴 上 的 齿轮 等 附件 的 转动 惯量 分 别 为 刻 和 
J。， 传 动 比 蛙 =ii。。 鼓 轮 的 半径 为 R， 设 轴承 的 摩擦 和 


吊 索 的 质量 均 忽略 不 计 。 求 当 重 物 由 静止 开始 上 升 到 距 ' 
离 时 速度 和 加 速度 。 

解 : 取 绞 车 和 重 物 组 成 的 整个 系统 为 研究 的 质 
系 。 系 统 所 受 的 约束 为 理想 约束 ， 1 
有 力 偶 M 和 重力 Q。 

把 重 物 从 静止 到 上 升 h 作为 研究 过 程 ， 在 过 程 的 起 
始 瞬 时 ， 系 统 的 动能 Т, =0: 在 升 高 六 后 的 瞬时 ， 设 重 
物 的 速度 为 w、 轴 工 和 轴 开 的 角速度 分 别 为 mm 和， 此 
瞬时 系统 的 动能 
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图 12.13 绞车 


a 得 
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RAER, 得 


ИНЕ: 动能 定理 


v caiet 
ар = ту» wm Fai Spi 
2 R 1 27112 R 12 


Ty [i+ R) 


在 此 过 程 中 主动 力 做 功 的 和 为 


EW= My --Ол 


上 式 中 p, 是 此 过 程 中 轴 工 转 过 的 角度 ， 且 фй рта, FEN 


由 质点 系 的 动能 定理 有 


得 


ЗКО о 


р 
消去 o, ӨНЕ 


` 
EW=Min —QR f , K \ 
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TA es 
U (ла+л -2r к") а= (Mis ор 


рекле jz Ë 
(Мі —QR)R 
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【 例 12.5] 材料 


冲击 试验 机 如 图 12. 14 所 示 。 试 验 机 摆 锤 质量 为 18kg， 


v piniis Armani RSA н 


ж 





(1) 


dü 


=y, dt 


外 心 到 转动 


轴 的 距离 /三 840mm， 杆 重 不 计 。 试 验 开 始 时 ， 将 摆 锤 升 高 到 摆 角 a 二 70° 的 地 方 释 放 ， 冲 
断 试 件 后 ， 摆 锤 上 升 的 摆 角 a 二 29"。 求 冲 断 试 件 需 用 的 能 量 。 





试 件 


а) (b) 
图 12. 14 材料 冲击 试验 机 


Құз”) 


Р uapa 


解 : 质点 系 在 始 、 末 两 位 置 的 动能 都 等 于 零 ， 冲 断 试 件 所 消耗 的 能 量 也 就 等 于 试 件 内 
力 所 做 的 负 功 。 根 据 动能 定理 ， 有 
0=mgl(1—cosai) —mgl(]1— cosa; ) —W, 











代入 数据 ， 求 得 


W,=78. 94J 
车 试 件 的 最 小 横断 面 面 积 为 A， 则 有 
a We 
КА 


а, s a 它 是 衡量 材料 抵抗 冲击 能 力 的 一 个 指标 。 

综合 以 上 各 例 ， 总 结 应 用 动能 定理 解 题 的 步骤 如 下 。 YA 

a) rss E 7%” 

(2) 选 定 应 用 动能 定理 的 一 段 过 程 。 

(3) 分 析 质 点 系 的 运动 ， 计 算 选 定 的 过 程 起 点 uc tale. 

(4) 分 析 作 用 于 质点 系 的 力 ， 计 算 各 力 在 选 定 过程 中 所 做 的 功 ， 并 求 它 们 的 代数 和 。 
(5) 应 用 动能 定理 建立 方程 ， 求 解 未 知 量 : 0 








|12. 4 功率 、 功 率 方程 、 机 械 效率 


1. 功率 w 
ЕНГЕНДЕ H S BEERA Se iks JE 0941], AI 
间 力 所 做 的 功 称 为 功率 , 以 了 表示 。 “一 一 

数学 表达 式 为 





二 本 (12 - 22) 


即 功率 等 于 力 与 速度 的 标 积 ， 或 等 于 力 在 速度 方向 的 投影 与 速度 大 小 的 乘积 。 

当 功 率 一 定时 ， 玉 越 大 ， 则 v 越 小 ; 反之 下 越 小 ， 则 v 越 大 。 例 如 ， 机 器 输出 的 功率 
是 一 定 的 ， 因 此 用 机 床 加 工时 ， 如 果 切 削 力 较 大 ， 必 须 选 择 较 小 的 切削 速度 ， 使 二 者 的 乘 
积 不 超过 机 床 的 输出 功率 。 又 如 汽车 上 坡 时 ， 由 于 需要 较 大 的 驱动 力 ， 这 时 驾驶 员 一 般 选 
用 低速 挡 ， 以 求 在 发 动机 功率 一 定 的 条 件 下 ， 产 生 最 大 的 驱动 力 。 




















作用 在 转动 刚体 上 的 力 的 功率 为 
P= 2% =M. Мә (12 -23) 


由 此 可 知 ， 作 用 于 转动 刚体 上 的 力 的 功率 等 于 该 力 对 转轴 的 矩 与 角速度 的 乘积 。 
功率 的 量 纲 为 





dimP=dim =M? T 


在 国际 单位 质 中 ， 每 秒 钟 力 所 做 的 功 等 于 1J BF. HIREA IWO W=J/s), 
1000W=1kW(F F). 
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2. 功率 方程 
取 质 点 系 动能 定理 的 微分 形式 ， 两 端 除 以 dt， 得 
ат „ôW; 
аг => dt = >P, 
式 (12 - 24) 称 为 功率 方程 ， 即 质点 系 动能 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 等 于 作用 于 质点 系 的 所 
有 力 的 功率 的 代数 和 。 
对 机 器 而 言 ， 式 (12 - 24) 右 端 包含 输入 功率 Pasx， 即 作用 于 机 器 的 主动 力 的 功率 ; 
输出 功率 ， 即 有 用 功率 Pans 损耗 功率 ， 即 无 用 功率 Pan: 后 两 者 应 取 负 值 。 因 此 ， 
式 (12 -24) 可 写成 


а2-24) 





























坚 =Pw 一 Pa — Pam , 2 А 
即 系统 的 输入 功率 等 于 有 用 功率 、 无 用 功率 和 系统 动能 的 灾 化 率 的 和 。 
3. 机 械 效率 Xe 
工程 实际 中 ， 把 有 效 功率 (包括 克服 有 ТИПТІ 
功率 的 比值 称 为 机 器 的 机 械 效率 ， 用 7 表示 ， U У 
4 жж (12- 26) 
其 中 ， 有 效 功 率 一 Ран ҚТ Y Маа Шы” Шы 7 表明 机 器 对 输入 功率 的 


有 效 利用 程度 ， 它 是 评定 机 器 质量 好 坏 的 指标 
之 一 。 显 然 一 般 情况 下 <1。 Ж, 
一 部 机 器 的 传动 部 分 一 般 由 许多 零件 组 

成 。 如 图 12.15 所 示 系 统 ， 每 经 过 一 级 传动 
轴承 与 轴 之 间 * 成 带 与 轮 之 间 、 齿 轮 与 具 轮 之 
间 都 因 摩擦 而 消耗 功率 ， 因 此 各 级 传动 都 有 各 
自 的 效率 。 设 工 - 堪 、[ -于 、 亚 -区 各 级 的 效 
RIA Mo Mo pe W I-V RRR ue 7 
7 一 Ln T ° N 
пг Ataman. 则 总 效率 等 于 
各 级 效率 的 连 乘积 ， 


(12- 25) 











图 12.15 ”传动 示意 图 


7 
【 例 12.6] 某 车 床 的 最 大 切削 力 为 =17. 2kKN， 其 所 对 应 的 主轴 转速 n= 二 56. 2r/min， 
工件 直径 4 二 120mm。 设 由 电动 机 到 主轴 的 机 械 效 率 wy 二 0.75， 试 确定 电动 机 的 功率 。 
解 : 由 切削 功率 的 工程 常用 形式 有 
Mo M т Mn 








100071000” 30 一 9550(kW) 
式 中 M 为 切削 力矩 
M=F 4 17200912 —1032(N + m) 
则 


Мак)» 


l 
E ИРУ 
— Mn _ 1032 56.2 
9550 9550 
P 即 为 有 用 功率 ， 电 动机 功率 即 为 输入 功率 ， 因 此 
P_6.07 
7 770.75 
【 例 12.7] 带 式 输送 机 如 图 12. 16 所 示 。 
胶带 的 速度 为 = lm/s， 输 送 量 为 q, = 
2000kg/min， 输 送 高 度 为 二 5m。 胶 带 传动 的 
机 械 效率 为 二 0.6， 减 速 箱 的 机 械 效率 为 ф- 
0. 4， 求 电动 机 的 功率 。 
解 : ШЕТІ P， 它 是 运送 机 的 
ім жаі 输入 功率 。 运送 机 的 总 效率 为 рр е р 
ka Ë 0.24, ББ ыы 


Pax =P ° 950. ARS Rt (a) 


=6.07(kW) 








=8. 09(kW) 


Pa = 














以 胶带 上 被 输送 的 材料 为 研究 对 象 。 在 77 dm= а 的 材料 被 运送 机 升 高 /一 5m， 


MC Pom = Еһ, 同时 又 有 同样 多 的 材料 得 到 输送 速度 v 一 lm/s， 动能 的 变化 率 为 旦 一 款 


Ta, RARA). H 


0.24P= Nv 


127607 
наана 应 为 P=6. 875kW; 
功率 方程 给 出 了 动能 变化 率 与 功率 之 问 的 关系 。 动 能 与 速度 有 关 ， 其 变化 率 含有 加 束 
度 项 ， 因 而 功率 方程 中 不 含 理想 约束 的 约束 力 ， 因 而 用 功率 方程 求解 系统 的 加 速度 、 建 立 
系统 的 微分 方程 式 是 很 方便 的 。 下 面 举 例 说 明 。 
【 例 12.8】 求 例 12. 4 中 重 物 上 升 的 加 速度 。 
解 : 由 例 12. 4， 当 重 物 速度 为 v 时 ， 系 统 动能 为 


nt) 





此 时 主动 轴 了 的 角速度 为 一 wsiis 一 i 让， 忽略 摩擦 ,此 系统 总 功率 为 


Jv 





P=Ma —Qu= (5 
代入 功率 方程 式 (12- 24), 得 
(лке) (Мо) 


R: dt 
两 端 消去 о 得 重 物 上 升 加 速度 为 
— do _ (Мі —QR)R 


a 
Ç лаъл. R: 
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| 12.5 势力 场 、 势 能 、 机 械 能 守恒 


1. 势力 场 

如 果 一 物体 在 某 空间 任 一 位 置 都 受到 一 个 大 小 和 方向 完全 由 所 在 位 置 确定 的 力作 用 ， 
则 这 部 分 空间 称 为 力 场 。 例 如 物体 在 地 球 表面 的 任何 位 置 都 要 受到 一 个 确定 的 重力 的 作 
用 ,我们 称 地 球 表面 的 空间 为 重力 场 。 又 如 星球 在 太阳 周围 的 任何 位 置 都 要 受到 太阳 引力 
的 作用 ， 引 力 的 大 小 和 方向 决定 于 此 星球 相对 于 太阳 的 位 置 ， 我 们 称 太阳 周转 的 空间 为 太 
阳 引 力 场 ， 等 等 。 Y 

如 果 物 体 在 某 力 场 内 运动 ， 作用 于 物体 的 力 所 做 的 功 只 与 为 作用 点 初始 位 置 和 终了 位 
置 有 关 ， 而 与 该 点 的 轨迹 形状 无 关 ， 这 种 力 场 称 为 势力 场 ， 或 保守 力 场 。 在 势力 场 中 ， 物 
体 受 到 的 力 称 为 有 势力 或 保守 力 。 从 本 章 第 一 节 知 ， Ж. 弹性 力 做 的 功 都 有 这 个 特点 ， 
因此 它们 都 是 保守 力 。 不 难 证 明 ， 万 有 引力 也 是 了 为 于 是 重力 场 、 弹 性 力 场 、 万 有 引 
力 场 都 是 势力 场 。 

2. 势能 

物体 从 高 处 落 到 低 处 ， М вказав, ашы 则 重力 
所 做 的 功 也 不 同 。 `) 

在 势力 场 中 ， 质 点 从 点 ПІ ЭЦП 点 在 点 M 相对 
于 点 M, 的 势能 。 У Фит 


у = Пі. s ғас pat ra (12-27) 


шм, көмеді. 我 们 称 它 为 零 势 能 点 。 在 势力 场 中 ， 势 能 的 大 小 是 相对 于 零 势能 点 
而 言 的 。 零 势能 点 M 可 以 任意 取 ， 对 于 不 同 的 零 势 能 点 ， 在 势力 场 中 同一 位 置 的 势能 可 
有 不 同 的 数值 。 

以 下 是 计算 几 种 常见 的 势能 。 

(1) 重力 场 中 的 势能 

在 重力 场 中 ， 设 坐标 轴 如 图 12. 17 所 示 。 重 力 忆 在 各 轴 上 的 投影 为 

Е,=0, Е,-0, F.=mg 
ЖМ, 为 零 势 能 点 ， 则 点 M 的 势能 为 
v= | — mgdz тебе) (12-28) 


(2) 弹性 力 场 中 的 势能 

设 弹簧 的 一 端 固定 ， 另 一 端 与 物体 连接 ， 如 
图 12. 18 所 示 ， 弹 簧 的 刚度 系数 为 A。 取 点 M, 为 
零 势 能 点 ， 则 质点 的 势能 按 下 式 计算 : 


v= æ) (12-29) 2 


式 中 ,3 和 6。 分 别 为 弹簧 端点 在 М 和 M, 的 变 图 12. 17 重力 场 中 的 势能 
SSE 














M (xyz) 
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形 量 。 
如 果 取 弹簧 的 自然 位 置 为 零 势 能 点 ， 则 6 二 0， 则 上 式 为 
а 
V= yë 
(3) 万 有 引力 场 中 的 势能 
设 质量 为 m 的 质点 受 质量 为 m 物体 的 万 有 引力 作用， 如 图 12. 19 所 示 。 取 点 A 


为 零 势能 点 ， 则 质点 在 点 A 的 势能 计算 如 下 : 





12.18 ”弹性 力 场 中 的 势能 жал» 万 有 引力 场 中 的 势能 


X у -Гек ‘d'= | ` бт “dr 
s A ¿G Z 
AH, f 为 引力 常数 ; ғ 是 质点 的 矢量 方向 的 单位 矢量。r。* dr HRAMI dr 在 矢 径 方 
向 的 投影 ， 由 图 可 见 它 应 等 于 矢 径 长 度 的 增 量 dr， В r + dr=dr, iZ r 是 零 势 能 点 的 矢 
径 ， 于 是 有 














у Г ime q, тт. (2 L) (12- 30) 
r 1 


ai ғ 
如 果 选 取 的 零 势能 点 在 无 穷 远 处 ， 即 r=, WRA -30) 可 写 为 


mim; 
у um: 
F 


上 述 计算 表明 ， 万 有 引力 做 功 只 决定 于 质点 运动 的 初始 位 置 А 和 终了 位 置 A,， 与 点 的 轨 
迹 形状 无 关 ， 因此， 万 有 引力 场 确实 为 一 个 势力 场 。 

势力 场 中 质点 系 的 势能 等 于 所 有 各 质点 势能 的 总 和 ， 即 

у= УУ, 

例如 质点 系 在 重力 场 中 ， 取 各 质点 的 z 坐标 分 别 等 于 zio。，zw，…，zw 时 为 零 势 能 位 

置 ， 则 质点 系 各 质点 z АА zis 9. е, z, 时 的 势能 为 
у= Ху, = Ут (z; —zo)=mg(zc— zo) (12-31) 

质点 系 在 势力 场 中 运动 ， 有 势力 的 功 可 通过 势能 计算 。 设 某 个 有 势力 的 作用 点 在 质点 
系 的 运动 过 程 中 ， 从 点 M 到 点 М.. ШІН 12.20 所 示 ， 该 力 所 做 的 功 为 Wis。 若 取 M, 为 
零 势能 点 ， 则 从 М, 到 Ms 和 从 M, 到 M, 有 势力 所 做 的 功 分 别 为 M 和 M; 位 置 的 势能 Vl 
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ЕЕ: пиа 





和 公 ， 因 有 势力 的 功 与 轨迹 形状 无 关 ， 而 由 М, 经 
М, 到达 M, 时 ， 有 势力 的 功 为 
Wio = +W; 
注意 到 Wi 二 Vi ，W У, TE 
=, У: (12-32) 
即 有 势力 所 做 的 功 等 于 质点 系 在 运动 过 程 的 初始 
与 终了 位 置 的 势能 的 差 。 
容易 证 明 ， 当 质点 系 受 数 个 势力 作用 在 势力 场 中 
运动 时 ， 各 有 势力 所 做 的 功 的 代数 和 等 于 质点 系 在 运 
动 过 程 中 的 初始 与 终了 位 置 的 势能 的 差 。 m1220 功 与 势能 
3. 机械 能 守恒 定律 << 
质点 系 在 某 瞬 时 的 动能 与 势能 的 代数 和 称 为 机 械 能 从 设 质点 系 在 运动 过 程 的 初始 和 终 
了 瞬时 的 动能 分 别 为 TT M Т. 所 受 力 在 这 过 程 中 所 做 的 功 为 Wis。， 根 据 动能 定理 有 
Ty— Т, = 
如 系统 运动 中 ， 只 有 势力 做 功 ， 而 有 势力 的 功 可 用 势能 计算 ， ШІ 
Туу, У, 
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移 项 后 得 





uA ХХ, 012-33) 
上 式 为 机 械 能 守恒 定律 的 数学 表达 式 ， 即 质点 系 在 有 势力 的 作用 下 运动 时 ， 其 机 械 能 
X 保持 不 变 。 这 样 的 质点 系 称 为 保守 系统 。 

如 果 质 点 系 还 受到 非 保守 力 的 作用 ， 称 为 非 保守 系统 ， 
非 保守 系统 的 机 械 能 不 守恒 。 从 广义 的 能 量 观 点 来 看 ， 无 
论 什么 系统 ， 总 能 量 是 不 变 的 ， 这 是 能 量 守恒 原理 。 质 点 
系 运动 过 程 中 ， 机 械 能 的 增 或 减 ， 说 明 机 械 能 与 其 他 形式 
的 能 量 (如 热能 、 电 能 等 ) 有 相互 转化 。 

【 例 12.9] 图 12. 21 所 示 鼓 轮 刀 匀速 转动 ， 钢 索 的 刚性 
| 平衡 位 置 “” 系数 一 3. 35X 10° NMm， 下 端 重 物质 量 为 办 一 250kg， 以 v= 

0. 5m/s 匀速 下 降 。 求 鼓 轮 突然 被 卡 住 时 ， 钢 索 的 最 大 张力 。 
解 : 鼓 轮 匀速 转动 时 ， 重 物 处 于 平衡 状态 ， 卡 住 前 瞬 


Ñ 






自然 位 置 








上 时 钢 索 的 伸 长 量 钢 索 的 张力 为 
图 12 和 4 ше F=k8,=mg=2. 45kN (a) 





鼓 轮 被 卡 住 后 ， 由 于 惯性 ， 重 物 将 继续 下 降 ， 钢 索 继续 伸 长 ， 钢 索 对 重 物 作用 的 弹性 力 逐 
渐 增 大 ， 重 物 的 速度 逐渐 减 小 。 当 速度 等 于 零 时 ， 弹 性 力 达 最 大 值 ， 即 为 钢 索 的 最 大 张力 。 
因 重 物 只 受 重力 和 弹性 力 的 作用 ， 因 此 系统 的 机 械 能 守恒 。 取 重 物 平 衡 位 置 工 为 重力 
和 阐 性 力 的 零 势能 点 ， 则 在 工 、 开 两 位 置 系统 的 动能 、 势 能 分 别 为 
Ті тей, Vi=0; 
2 ; 
k 
2 
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根据 机 械 能 守恒 定律 (12 -33)， 有 











Lm? E aa 9) —mg (Öna д.) 
注意 到 А0. 二 mg， 上 式 可 以 改写 为 


ё. 28,8 H (а-а. )=о 











解 得 
aaa is 2 ) 
因 6%x 应 大 于 5， 因此 J шылығы С 














Б.а Ед Еда (14/25 =mg( Ira Ж OQ 9kN (b) 


ne Nar, емей 
Шыныны ыы 
的 零 势 能 点 ， 计 算 结 果 是 否 相同 ? 
【 例 12.10] 求 第 二 宇宙 速度 。 
解 : 第 二 字 宙 速度 是 使 字 击 飞 角 能 腊 离 地球 引力 场 ， 从 地 面 发 射 所 需 ;的 最 小 速度 。 
取 宇宙 飞船 为 研究 的 质点 ， 设 飞船 质量 为 m 地 球 质量 为 m,。 飞 船 仅 受 地 球 引力 的 
作用 ， 在 引力 场 内 运动 时 机 械 能 守恒 。 取 离 地 球 无 限 远 由 为 零 势能 点 ， 设 在 地 球 表面 附近 
АННЕ а. АЛ HEANOR ves HERDLA EA 


了 2 Jmim: 1 . mim; 
mu < v 
AA т > <N “> re 


欲 使 宇宙 мкл CK: N 应 在 тоо, w= 二 0, XA n =R= 
6370km( 地 球 半径 )， 代入 上 式 ， 可 求 得 第 二 字 审 速度 为 


在 地 球 表面 ， 地 球 引力 等 于 重力 ， 即 mg 一 png ,所 以 fim 二 gR*。 代 入 上 式 , 得 


Кече 
由 以 上 各 例 可 见 ， 应 用 机 械 能 守恒 定律 解 题 的 步骤 如 下 。 
(1) 选取 某 质点 或 质点 系 为 研究 对 象 ， 分 析 研 究 对 象 所 受 的 力 ， 所 有 做 功 的 力 都 应 为 
有 势力 。 
(2) 确定 运动 过 程 的 始 、 末 位 置 。 
(3) 确定 零 势 能 位 置 ， 分 别 计算 两 位 置 的 动能 和 势能 。 
(4) 应 用 机 械 能 守恒 定律 求解 未 知 量 。 


|12.6 综 合 应 用 


质点 和 质点 系 的 普遍 定理 包括 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动能 定理 ， 这 些 定理 可 分 为 两 
BY 





























ЗЕЕ: 功能 定理 


类 : 动量 定理 和 动量 和 矩 定理 属于 一 类 ， 动 能 定理 属于 另 一 类 ， 前 者 是 矢量 形式 ， 后 者 为 标 
量 形式 ， 两 者 都 用 于 研究 机 械 和 运动， 后 者 还 可 用 于 研究 有 能 量 转化 的 问题 。 
质心 运动 定理 与 动量 定理 一 样 ， 也 是 矢量 形式 ， 常 用 来 分 析 质 点 系 受 力 与 质心 运动 的 
关系 ; 它 与 相对 质心 的 动量 和 矩 定 理 联合 ， 共 同 描述 了 质点 系 所 受 的 外 力 。 
动能 定理 是 标量 形式 ， 在 很 多 实际 问题 中 约束 反 力 不 做 功 ， 因 而 应 用 动能 定理 分 析 系 
统 的 速度 变化 比较 方便 。 应 注意 ， 在 有 些 情况 下 质点 系 的 内 力 做 功 并 不 等 于 零 ， 应 用 时 要 
仔细 分 辨 。 
基本 定理 提供 了 解决 动力 学 问题 的 一 般 方法 。 求 解 较 复杂 的 问题 时 ， 往 往 需要 根据 各 
定理 的 特点 ， 联 合 运用 。 
【 例 12.11】 图 12.22(a) 所 示 系 统 中 ， A、B 二 轮 质量 丝 为 mig 转动 惯量 稍为 J: 大 轮 


FREH R, менен, М AEE AH а. m BRIKI анта. 挂 一 


量 为 m 的 重 物 ; A 轮 小 轮 上 绕 有 细 绳 连 一 PUREA о ЗНА. 现 于 弹簧 的 原 长 处 自由 释 
放 重 物 ， 试 求 重 物 下 降 疡 时 的 速度 、 измити зуна B лы, 


















































(а) (b) 
12.22 转动 系统 
解 : 为 求 重 物 下 降 久 时 的 速度 和 加 速度 ， 可 用 动能 定理 。 系 统 初 动能 为 零 ， 重 物 速度 
Hont, MEMEH aS m= RIEDEN 











T Ута? L Jatt Jah L (m FIR 


重 物 下 降 凡 时 弹簧 拉 长 ;一刀 ， 系 统 中 力 做 功 为 


W=m:gh ге mgh Fer 











根据 动能 定理 ， 有 








1 ә (т +22 Je m; gh Bh (a) 


Ей (832m g—kh) hR? 
N 16mR’+20 


求 得 重 物 速度 


М4 


l 
a R 


НГ 





为 求 重 物 加 速度 ， 可 应 用 动能 定理 的 微分 形式 (12 - 19) 或 功率 方程 (12 - 24)。 这 上 
将 式 (a) 两 端 对 时 间 取 一 次 导数 ， 整 理 后 得 重 物 的 加 速度 ( 注 : о SL, а= 99) 
— (16m:g —kh)R° (b) 


16т: R° +20J 
为 求 齿 轮 路 合力 ， 可 取 B 轮 及 重 物 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 12. 22(b)， 其 中 Е, = 
Ftana。 写 出 此 系统 对 轴 B 的 动量 矩 定理 


“(| Ë +mvR) mgR rÈ 














ЛЕГІ 
F=2m2g 2( 直 tm Ja 2m g (tn 
而 径 向 路 合力 为 АХ 

Р Рава [2%a— [E ton ДЕЛЕ Jana 
ИТТЕРГЕ 


r Ju \A6mg—kh)R? 
Еһ, Е, ат <( rtm) B8mRF10J Juana 








) (16да Stn JR? 
“тә R>+ 10J 
NVS 




















R: 

由 动量 定理 沿 y 轴 投影 式 ， 得、 bx 
> 

М d. 

则 有 , Z— “ 











mv)=Fs, —F -mg тік 


(2J +3m:R?) Q 6m: g—kh) 

4 < (атақ 十 5J) 

由 此 可 网 y JR Z 838 Әні ЕЛІ. 需 先 计算 加 速度 ， 为 此 可 用 动能 定理 的 微分 形 
式 。 而 求 作用 力 时 ， 应 用 动量 定理 或 动量 矩 定理 。 当 然 ， 对 此 问题 ， 也 可 以 分 别 对 二 轮 以 
及 重 物 各 列 出 其 相应 的 微分 方程 ， 再 联 立 求解 力 与 加 速度 。 

[612.12] 均 质 细 杆 长 为 :， 质 量 为 m， 静止 立 于 光滑 水 平面 上 。 当 杆 受 微小 干扰 而 
倒 下 时 ， 求 杆 刚 刚 达到 地 面 时 的 角速度 和 地 面 约 束 力 。 

解 : 由 于 地 面 光 滑 ， 直 杆 沿 水 平方 向 不 受 力 ， 倒 下 过 程 中 质心 将 铅 直 下 落 。 设 杆 端 A 
点 左 滑 任 一 角度 0， 如 图 12. 23а) тәх. Р 为 杆 的 瞬 心 。 由 运动 学 知 ， 杆 的 角速度 
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а) ©) 
В 12.23 匀 质 杆 倒 地 
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Әле 动能 定理 


=v — 2uc 
ӘСР Icos0 





此 时 杆 的 动能 为 











Т: 1 тәре 1 Jow? im( Izz 1) 
初始 动能 为 零 ， Ba HRAMI: 由 动能 定理 
二 (1 十 5 








È 4 
38052 zje mg ç (1—sin0) 


u= Val, w/e сЕ 


杆 刚刚 达到 地 面 时 受 力 及 加 速度 如 图 12. 23(b) 所 示 ， И 


当 0=0 时 解 出 
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由 此 可 见 ， 求 解 动力 学 问题 ， P 加 速度 之 间 的 关系 ; 有 时 
还 要 先 判明 是 否 属于 动量 或 动量 算 守 恒 情况 如 果 守 恒 ， 则 要 利用 守恒 条 件 给 出 的 结果 ， 
才能 进 一 537 





1. 力 的 功 是 力 对 物体 作用 在 一 段 路 程 内 的 累积 效应 的 度量 。 
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质点 的 动能 T=} та” 


质点 系 的 动能 ТУ 
平 动 刚体 的 动能 т=1, те 


绕 定 轴 转 动 刚体 的 动能 了 一 二 Jo 
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平面 运动 刚体 的 动能 Тт Јао? 
з. 动能 定理 :微分 形式 dT 二 避 8W; 积分 形式 一 Tl 二 Wi 
4. 功率 是 力 在 单位 时 间 内 做 的 功 。 


5. 功率 方程 : Я Ура Pan — Pan 





6. amat: п ДАЕ 


Т. 势能 ;在 势力 场 中 ， 有 势力 对 物体 从 菜 位 置 到 一 任 选 的 零 势能 位 置 所 做 的 功 。 
8. 机 械 能 守恒 : T 十 V 一 常 值 。 
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в 考题 


1. 3 个 质量 均 为 广 的 质点 ， 某 朋 时 各 位 于 等 边 三 角形 ABC 的 一 个 顶点 上 ， 速 度 的 大 
小 都 等 于 w， 方 向 如 图 12. 24 所 示 。 求 此 瞬时 该 质点 系 的 动能 。 

2, 摩擦 力 名 能 做 正 功 吗 ? 举例 说 明 。 

3.1 弹 策 由 其 自然 位 置 拉 长 10mm 或 压缩 l0mm， 弹 自力 做 功 是 
шалатын НИР, A 
福 力 做 功 是 否 相 等 ? 

P 4。t 较 质点 的 动能 与 休 绕 定 轴 转动 的 动能 的 计算 式 ， 
aa aani 它们 相似 的 地 方 
mna БАФИН о езин. нло 什么 力 
使 运动 员 的 动能 增加 ? 产生 加 速度 的 力 一 定做 功 吗 ? 

6. 为 什么 说 没有 指明 零 势能 点 的 势能 的 数值 是 没有 意义 的 ? 

7. 试 总 结 质心 在 质点 系 动力 学 中 有 什么 特殊 的 意义 。 

8 质量 为 m 的 质点 ， 其 矢 径 的 变化 规律 为 raita Hk, JER i ja k НІНЕН 
角 毕 标 轴 的 单位 矢量 ，z、y、< 为 时 间 的 已 知 函数 。 试 给 出 动能 、 动 量 、 对 坐标 原点 O 的 
动量 矩 、 质 点 承受 的 力 以 及 该 力 的 功率 的 表达 趟 。 

9， 两 个 均匀 质 圆 盘 ， 质 量 相同 ， 半 径 不 同 ， 初 始 时 平 置 于 光滑 水 平面 上 。 如 在 此 
二 盘 上 同时 作用 有 相同 的 力 偶 ， 在 下 述 情况 下 比较 二 圆 盘 的 动量 、 动 量 矩 和 动能 大 小 ， 
(1) 经 过 同样 的 时 间 间 陋 ，(2) 转 过 同样 的 角度 。 

10. 在 中 地 面 高 为 处， 以 大 小 相等 、 方 向 不 同 的 速度 分 别 抛 出 质量 相同 的 小 球 。 

这 些 球 落地 时 ， 它 们 的 动量 、 动 能 是 否 相等 ， 为 什么 ? 《空气 阻力 不 计 ) 

















习 题 


1. 如 图 12. 25 所 示 ， 将 车 而 置 于 斜坡 上 的 A 点 ， 让 其 无 初速 下 滑 。 已 知 坡 轨 道 长 为 
y 


I ЗЕЕ зен 
!， 倾 角 为 sc。 车厢 运 动 中 所 受 的 摩擦 阻力 与 轨道 的 法 向 反 力 成 正比 ， 即 下 = fN. f 为 摩擦 
RÉ RERE В 处 的 速度 v 及 停止 前 沿 水 平 轨道 所 滑行 的 距离 ; 。 

2. 如 图 12.26 所 示 ， 半 径 为 >， 质量 为 zz 的 均 质 圆柱 体 在 固定 的 圆柱 面 内 滚动 而 不 滑 
动 ， 如 图 所 示 。 固 定 圆柱 面 的 半径 为 尺 ， 试 将 圆柱 体 的 动能 表达 为 g 角 的 函数 。 
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图 12. 25 ЖТЖ г 812.26 滚动 匀 质 圆柱 体 
3. 如 图 12. 27 所 示 滑 道 连 杆 机 构 的 曲柄 OA 长 为 7， 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 。 曲 柄 
OA、 滑 块 A 和 连 杆 BCD 的 质量 分 别 为 m1 ІІ ms， 试 求 此 机 构 在 图 示 瞬 时 的 动能 。 
4. 如 图 12. 28 所 示 ， 一 弹性 绳 的 刚性 系数 为 c， 上 端 固定 不 动 ， 下 端 基 挂 质量 为 m 的 
物体 B。 设 在 弹性 绳 原 长 为 时 物体 B 被 无 初速 地 释放 车 绳 的 质量 略 去 不 计 ， 试 求 
ЛТТЫ v AP. 











12.27 滑 道 连 杆 机 构 图 12. 28 弹性 绳 悬 物 


5. 如 图 12. 29 所 示 ， 杆 A 长 为 0.9m， 质 量 为 0. 5kg， 两 端 分 别 与 质量 均 为 1kg 的 
滑 块 A 和 B 铵 接 。 两 滑 块 各 自在 竖 直 槽 和 水 平 槽 内 和 运动。 系统 在 杆 AB 与 水 平 线 成 45 角 
处 无 初速 释放 ， 摩 擦 不 计 ， 求 当 A 滑 块 下 滑 到 水 平 位 置 时 的 速度 wa。 

6. 如 图 12. 30 所 示 ， 线 OA 上 系 一 个 小 球 ， 在 位 置 A 无 初速 释放 小 球 。 当 小 球 运 动 
到 固定 点 О 的 铅 垂下 方 时 ， 绳 的 中 点 被 钉子 C 所 阻 ， 只 有 下 半 段 线 随 小 球 继续 摆动 。 求 
球 摆 到 最 右边 位 置 B 时 ,下段 线 与 铅 垂 线 所 成 的 夹 角 а. 

7. 长 为 /、 重 为 的 均 质 杆 AB， 放 在 以 O 为 中 心 、 半 径 为 的 固定 光滑 半圆 槽 内 ， 
如 图 12. 31 R. H /二 V2r。 设 初 瞬时 yg 二 gp,， 并 由 静止 释放 。 求 AB 杆 的 角速度 与 fi 
的 关系 。 
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Ші2.29 滑 块 连 杆 运动 图 12.30， 线 系 小 球 摆动 
8. 链条 长 为 /， 放 在 光滑 的 桌面 上 ， 由 桌 边 下 垂 一 长 度 为 a， 如 图 12.32 所 示 。 由 于 
下 垂 段 的 作用 ， 链 条 从 静止 开始 运动 ， 不 计 摩擦 ， 求 链条 全 部 离开 桌面 时 的 速度 。 














图 12.31 SRED o NASO ”图 12.32 链条 下 滑 

9. 制 动 装置 好 图 12. 33 所 示 。 已 知 / 三 50em，a 一 10cm。 制 动 轮 质量 m 一 20kg， 可 视 
为 半径 r=10cm 的 均 质 细 圆 环 ， 以 转速 二 1000r/min 转动 。 曾 瓦 与 制 动 轮 间 的 滑动 摩擦 
系数 /二 0.6。 现 制 动 后 要 使 制 动 轮转 过 100 转 而 停止 ， 试 求 在 手柄 上 应 该 加 的 铝 直 力 P 
的 大 小 。 闻 瓦 的 厚度 忽略 不 计 。 

10. 如 图 12. 34 所 示 均 质 细 杆 АВ. 质量 为 mw， 上 端 B 靠 在 光滑 墙 上 ， 下端 A 以 
铵 链 与 圆柱 中 心 相 连 。 圆 柱 质量 为 M， 半 径 为 R， 放 在 粗糙 的 地 面 上 ， 自 图 示 位 置 由 静止 
开始 深 动 而 不 滑动 ， 杆 与 水 平方 向 的 夹 角 a 二 45"。 求 A 点 在 初始 瞬时 的 加 速度 。 























图 12. 33 HARE 图 12.34 圆柱 连 杆 机 构 
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11. 如 图 12.35 所 示 ， 外 路 合 的 行星 齿轮 机 构 放 在 水 平面 内 ， 今 在 曲柄 OA EE 

不 变 力 偶 ， 其 矩 为 M， 带 动 齿轮 沿 定 齿轮 滚动 而 不 滑动 。 已 知 动 齿轮 和 定 齿轮 的 质量 分 别 
且 均 可 视 为 半径 分 别 为 r 和 ro 的 均 质 圆 盘 ， 曲柄 质量 为 mx， 并 可 视 为 均 质 杆 。 

假设 此 机 构 由 静止 开始 运动 ， 各 摩擦 忽略 不 计 ， 试 求 曲柄 转 过 o 角 后 的 角速度 。 

12， 如 图 12. 36 所 示 ， 行星 轮 系 放 在 水 平面 内 ， 曲 柄 ОО, 带动 行星 齿轮 2， 齿轮 2 又 
使 和 它 相 吵 合 的 中 心 齿 轮 1 绕 定 轴 О 转动 。 已 知 齿轮 1 的 角速度 是 曲柄 角速度 的 10 倍 ， 
转向 相同 ; 齿轮 1 的 质量 为 m, FRH rs 各 齿轮 均 视 为 厚度 相等 且 由 相同 材料 制 成 的 
均 质 圆 盘 。 曲 柄 上 作用 有 不 变 力 偶 ， 其 矩 为 M,， 齿轮 1 上 作用 有 阻力 矩 为 M 。 若 曲柄 的 
质量 和 摩擦 均 忽略 不 计 ， 试 求 曲柄 的 角 加 速度 。 
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图 12.35 жанм но 行星 轮 系 
13. 一 质量 为 m 的 重 物 A 连 在 一 根 不 计 质 量 不 可 伸 长 的 绳子 上 ， 如 图 12. 37 所 示 。 强 
子 绕 过 固定 滑轮 D 并 绕 在 鼓 轮 B 上 。 由 于 重 物 从 下 降 ， 带 动 轮 C 沿 水 平面 深 动 而 不 滑动 。 
鼓 轮 召 的 半径 为 六 c 的 半径 为 尺 ， 两 者 固 连 在 一 起 ， 总 质量 为 M， 对 于 水 平 轴 O 的 回 
转 半径 为 o。 не, 万 的 质量 不 计 ， 求 轮 C 的 莉 加 速度 。 
14. 如 图 /i2. 38 所 示 ， 已 知 皮 带 轮 半径 尺 二 250mm， 转 速 二 150r/min， 用 以 传递 功 
率 卫 二 10kW。 若 带 轮 主动 边 拉力 的 大 小 T, 为 从 动 边 拉 力 大 小 T> 的 2 倍 。 求 此 两 边 拉力 
的 大 小 。 











图 12.37 滑轮 系统 图 12.38 皮带 轮 


15. 如 图 12. 39 所 示 ， 单 级 齿轮 减速 箱 的 电机 功率 为 P 一 7.5kKW， 转速 n=1450r/min, 
已 知 齿轮 的 齿 数 Z =20, Z,=50, 减速 箱 的 机 械 效率 ?一 0.9。 试 求 输出 轴 开 所 传递 的 
功率 。 

16. 图 12. 40 所 示 胶 带 运输 机 由 电动 机 带动 ， 每 秒 输送 质量 m = 100kg 的 煤 到 /一 lm 
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的 高 处 。 已 知 胶带 速度 v 二 1m/s。 摩 擦 损失 忽略 不 计 。 求 电动 机 的 输出 功率 。 
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12.39 齿轮 减速 条 图 12.40 1 胶带 输送 机 








17. 如 图 12. 41 所 示 ， 物 块 开 始 时 静止 在 光滑 圆柱 的 顶点 
AB 滑 下 , 在 点 B 脱 离 圆柱 体 。 求 脱离 点 B 的 偏 角 p。 A 

18. 弹簧 的 两 端 各 系 质量 分 别 为 m, m WASA Bs 平 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 如 
图 12. 42 所 示 。 弹 得 的 自然 长 度 为 , ， 其 弹簧 刚性 系数 为 c<。 今 将 弹簧 拉 长 到 !， 然 后 无 初 
速 地 释放 ， 问 弹 笑 恢 复 到 自然 长 度 时 ，A、B 两 物 决 的 速度 各 为 多 少 ? 


， 由 于 微小 扰动 而 沿 圆 弧 
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12. 41 滑动 物 块 12. 42 弹簧 
19. 如 图 12. 43 所 示 ， 质 量 为 m 的 物体 上 刻 有 半径 为 -的 半圆 槽 ， 放 在 光滑 水 平面 
上 ， 原 处 于 静止 状态 。 在 一 质量 为 m 的 小 球 自 A 处 无 初速 地 沿 光 滑 半 圆 槽 下 请 。 若 m, = 
3m， 求 小 球 滑 到 B 处 时 相对 于 物体 的 速度 及 槽 对 小 球 的 正 压力 。 
20. 如 图 12. 44 所 示 质 量 相同 的 三 质点 A. B. C 以 等 距离 系 于 软 强 上 ， 然后 将 此 系 
统 伸 直 放 在 光滑 的 水 平 桌面 上 ， 如 图 所 示 。 设 质点 B 在 垂直 于 绳 的 方向 以 速度 v 开始 运动 


(在 水 平平 面 内 )， 试 证 ;质点 A、C 相遇 时 的 速度 为 至 。 




















图 12.43 滑动 小 球 图 12.44 质点 运动 
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21. 均 质 细 杆 OA 可 绕 水 平 轴 O Ez, amek, [АЗ Пре A 在 铅 垂 
面 内 自由 旋转 ， 如 图 12.45 所 示 。 已 知 杆 OA 长 为 !， 质 量 为 m,; 圆 盘 半径 为 尺 ， 质 量 为 
m, ERAKAR. WRF OA 水平 ， 杆 和 圆 盘 静止 。 求 杆 与 水 平 线 成 角 的 瞬时 ， 杆 
的 角速度 和 角 加 速度 。 

22. 两 个 匀 质 轮子 A 和 已 ， 质 量 分 别 为 m Mm, Ж ОПА ғ Mro MARE, 
如 图 12. 46 所 示 。 轮 A 绕 固定 轴 O 转动 。 细 绳 的 质量 与 轴承 摩擦 忽略 不 计 。 求 轮 B Fig 
时 两 个 轮子 的 角 加 速度 、B 轮 质心 C 的 加 速度 以 及 绳 的 张力 。 
































图 12.45 圆 盘 连 杆 机 构 - 一 Біз 细 强 相连 的 匀 质 轮子 


23. 如 图 12. 47 所 示 匀 质 六 罗盘 的 质量 为 mw， 半径 为 方 | 可 以 在 水 平面 上 作 无 滑动 的 
摆动 。 现 把 半圆 盘 由 直径 АВ 错 直 时 的 位 置 无 初速 地 征收， 求 当 直径 水 平时 半圆 盘 的 角 速 
度 及 这 时 半圆 盘 对 水 平面 的 正 压力 。 \ 

24. 均 质 细 丁 汉 了 长 为 5， 质量 为 由 ， ПЕ 杆 AB 由 直立 位 置 开始 滑动 ， 上 
Эй АЛЫШ КӘР. Э В ШІН AAE “如 图 12.48 所 示 。 求 细 杆 在 任 一 位 置 9 时 的 角 
速度 、 角 加 速度 和 A、B 处 的 约束 反 力 。 ， 








图 12.47 均 质 半圆 盘 图 12.48 HAF AB 

25. 如 图 12. 49 所 示 ， 跨 过 定 滑轮 召 的 绳索 ， 两 端 分 别 系 在 厂子 A 的 中 心 D 和 物 块 
СЕ. RT A 和 定 滑轮 均 可 视 为 半径 为 的 匀 质 圆 盘 ， 质 量 均 为 m 物 块 C 的 质量 为 
ml。 厂子 A 沿 倾角 为 a 的 斜面 无 滑动 地 向 下 滚动 。 试 求 矿 子 A 的 质心 加 速度 及 绳索 AB 
段 的 拉力 。 

26. 如 图 12. 50 所 示 ， 光 滑 的 水 平面 上 放置 一 个 质量 为 m 的 三 棱柱 ABC， 质 量 为 wz 
的 物 块 忆 沿 三 棱柱 的 光滑 斜面 A 刀 滑 下 。 已 知 系统 从 静止 开始 运动 ， 斜 面 的 倾角 为 ， 试 
Ж. (1) 三 棱柱 的 加 速度 a,; 〈2) 物 块 相 对 于 三 棱柱 的 下 滑 加 速度 a.; 以 及 (3) 水 平面 对 三 
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棱柱 的 反 力 №, 的 大 小 。 
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12.49 ”厂子 滑轮 系统 图 12. S0 沿 三 棱柱 下 滑 的 物 块 
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达 朗 伯 原 理 ” 


教学 目标 


本 章 提供 了 解决 动力 学 问题 的 另 一 种 方法 ， 即 把 动力 学 问题 在 形式 上 化 为 静 力 学 问题 
来 求解 ， 这 种 方法 也 称 为 动静 法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 掌握 惯性 力 计算 。 

(2) 熟悉 刚体 平移 、 对 称 刚体 定 轴 转 动 和 平面 运动 时 惯性 力 系 简化 的 结果 。 

(3) 掌握 达 朗 伯 原 理 (动静 法 ) 在 动力 学 问题 中 的 应 用 。 


教学 要 求 





知识 要 点 EJER 相关 知识 





(1) 正确 理解 惯性 力 的 概念 (1) 惯性 力 与 惯性 力 系 
惯性 力 系 简化 (2) 熟悉 刚体 平移 、 对 称 刚体 定 轴 转 (2) 惯性 力 系 向 简化 中 心 简化 、 主 和 拓 
动 和 平面 运动 时 惯性 力 系 简化 的 结果 жж 








(1) 通过 假想 地 加 上 惯性 力 的 方法 把 
达 朗 伯 原 理 动力 学 问题 在 形式 上 转化 为 静 力 学 问题 
(2) 应 用 达 朗 伯 原 理 求 解 工程 实际 问题 


(1) 研究 对 象 
(2) 平衡 力 系 





力 分 析 、 受 力图 
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惯性 力 的 概念 ; 质点 和 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 ( 动 静 法 ); 刚体 作 平移 、 定 轴 转 动 、 平 面 
运动 (平行 于 质量 对 称 平面 ) 时 惯性 力 系 的 简化 ; 刚体 绕 定 轴 转 动 时 轴承 的 动 反 力 。 


23 引 例 


本 章 是 用 静 力 学 的 方法 求解 动力 学 问题 ， 与 静 力学 问题 求解 不 同 处 在 于 ， 需 要 对 研究 
的 物体 虚 加 上 惯性 力 ， 把 动力 学 问题 转化 为 静 力学 问题 。 而 在 研究 物体 上 如 何 虚 加 惯性 力 
以 及 什么 样 的 惯性 力 ? 这 要 求 需 熟 练 掌握 惯性 力 的 概念 以 及 刚体 作 平 移 、 定 轴 转 动 、 平 面 
运动 (平行 于 质量 对 称 平面 ) 时 惯性 力 系 的 简化 结果 。 мри 静 法 ) 求 解 动力 学 
问题 是 本 章 的 要 点 。 NN. 7 

例如 ， 一 个 均 质 滑轮 对 轴 O 的 转动 惯量 为 ,元 红 寺中 六 的 软 强 一 端 挂 重 物 ， 另 一 端 
受 拉力 。 重 物质 量 为 mx， 拉 力 大 小 为 下， 绳 与 办 间 不 打滑 江 当 重 物 以 等 速 AMTF, 或 以 
жайса Етін, Алина KEEA, 若 不 同 ， 各 为 多 少 ? 


|13.1 1 we anaman 
1 ,> хы 
13.11 惯性 力 ç Á SG 


НЕНА да. 称 为 惯性 。 当 物体 受到 外 力作 用 而 产 
生 运动 状态 的 变化 时 ， 运 动物 体 即 对 施 力 物体 产生 反作用 力 ， 由 于 这 种 反作用 力 是 因 运 动 
物体 的 惯性 所 引起 的 ， 故 称 为 运动 物体 的 惯性 力 ， 力 的 作用 对 象 是 施 力 物体 。 
下 面 举例 说 明 什 么 是 惯性 力 。 设 工人 沿 着 光滑 地 面 用 手推车 ， 车 的 质量 为 mw， 手 对 车 
的 推力 为 下 ， 车 子 获 得 的 加 速度 为 a， 如 图 13. 1 所 示 。 根 据 动力 学 基本 定律 有 
Е= та 
ІНІМ, XPT A03F4EH_- Е Е. ЖЗМЕНІЛ У ЕЕН А 
Е--Е--та 
这 个 反作用 力 严 就 是 小 车 的 惯性 力 。 
再 如 图 13.2 所 示 ， 用 强 的 一 端 系 住 质 量 为 m 的 小 球 ， 另 一 端 固 结 于 光滑 水 平平 台 的 
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图 13.1 用 手推车 图 13.2 小 球 作 圆 周 运动 


ESE 


EE хона 








O 点 ， 让 小 球 在 平台 上 作 圆 周 运动 。 设 强 长 为 /， 在 绳子 拉力 Fr 的 作用 下 ， 小 球 以 速度 v 
在 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运动 ， 则 有 


4) 
Ет=та,=т — 


1 

同时 ， 小 球 对 绳子 必 作用 有 一 反作用 力 F+， 这 个 力 就 是 小 球 的 惯性 力 ， 它 是 由 于 小 
球 的 惯性 运动 遭 到 破坏 而 表现 出 其 惯性 的 力 ， 洛 没 有 绚 子 拉 住 小 球 它 将 沿 切线 方向 作 匀 
速 直 线 运动 。 显 然 ， 小 球 的 惯性 力 Fr 一 一 ran。 

综 上 所 述 ， 可 将 惯性 力 概括 为 : 质点 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ， 
方向 与 加 速度 的 方向 相反 ， 它 不 作用 于 运动 质点 本 身 ， 而 是 质点 作用 于 周围 施 力 物 体 上 的 
力 。 用 统一 符号 Е 来 表示 惯性 力 ， 即 惯性 力 Fl 二 一 ma 。 

惯性 力 是 客观 存在 的 ， 例 如 ， 高 速 ТЕТІГІ ТЕТІГІ 
УНЫ Ja Bye ЈЕ, ШЕН РВЕ НАВЕ OAN 















































13.1.2 质点 的 达 朗 伯 原 理 


设 一 质点 的 质量 为 mwx， 加 速度 为 a， 作用 手 质点 的 力 有 主动 力 F 和 约束 力 Еу. Ш 13.3 
所 示 。 根 据 动力 学 基本 定律 有 AN 





Fr=F+Fs 013-04 
或 Y, ҰАТ” 
F+Fx ~ ma =0 322) 
令 x ex x À 
< о ~ Е = — та w 
wa N, P 个 
i (13-3) 图 13.3 质点 的 作用 力 


上 式 在 形式 上 是 力 系 的 平衡 方程 。 实 际 上 质点 并 没有 受到 惯性 力 Fi 的 作用 ， 它 也 不 
处 于 平衡 状态 ， 即 “平衡 力 系 ” 并 不 存在 ， 但 当 质 点 上 假想 地 加 上 惯性 力 后 ， 则 作用 于 质 
AEDH EF, HRH Fs 和 惯性 力 F. 就 构成 一 个 假想 的 平衡 力 系 。 

式 (13 - 3) 表 明 在 质点 运动 的 任 一 瞬时 ， 作 用 于 质点 上 的 主动 力 、 约 束 力 和 假想 加 在 
质点 上 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 一 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 的 
达 朗 伯 原 理 。 

在 研究 质点 动力 学 问题 时 ， 除 作用 于 质点 的 主动 力 、 
约束 力 外 ， 再 虚 加 上 质点 上 的 惯性 力 ， 就 可 得 到 一 假想 的 
平衡 力 系 ， 列 出 该 力 系 的 平衡 方程 ， 其 实质 是 质点 的 动力 
学 基本 方程 ， 可 求 出 未 知 力 或 加 速度 。 于 是 ， 质 点 动力 学 
问题 就 可 以 在 形式 上 化 为 静 力 学 问题 来 求解 ， 这 种 方法 称 
为 动静 法 。 动 静 法 只 是 一 种 方法 ， 但 它 在 动力 学 问题 中 有 
十 分 广泛 的 应 用 。 

【 例 13.1】 有 一 圆锥 摆 ， 如 图 13.4 所 示 。 质 量 m= 
图 13.4 圆锥 摆 lkg 的 小 球 系 于 长 /二 30cm 的 强 上 , 绳 的 另 一 端 则 系 于 固 
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l 
dË up, 


定点 O， 并 与 铅 直线 成 9 一 60 角 。 如 小 球 在 水 平面 内 作 和 匀速 圆周 运动 ， 求 小 球 的 速度 w 与 
绳 的 张力 Fr 的 大 小 。 
Ж. 以 小 球 为 研究 对 象 ， 它 受到 重力 书 及 绳 的 拉力 开 r 的 作用 。 


以 地 面 为 参考 系 ， 小 球 在 水 平面 内 有 法 向 加 速度 ,一 二。 在 小 球 上 加 上 法 向 惯性 力 











ғ. 其 大 小 Ета, т sip， 方向 与 法 向 加 速度 a 相反 

根据 达 朗 伯 原 理 ， 作 用 在 小 球 上 的 主动 力 P、 约 束 力 Fr 和 法 向 惯性 力 Fi 在 形式 上 组 
成 平衡 力 系 。 

取 自 然 坐标 轴 如 图 13.4 所 示 ， 写 出 平衡 方程 I 
ХЕь-0, Frcosg 一 P=0 ;/ KA 
УЕ,=0, Frsin0—Fn=0 S ` 





解 得 AN 


> @N ` ` 
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【 例 13.2] 已 知 球磨 机 的 滚 简 如 图 ， 这 я, 当 球磨 机 滚 简 以 等 角速度 w 绕 水 平 轴 
O 转动 ， 带 动 滚 简 内 的 钢 球 ， 使 之 旋转 到 一 定 的 0 角 后 脱离 简 壁 ， 沿 抛物 线 下 落 来 打击 物 
料 。 设 深 简 半径 为 R， егі; ана hi 
RESIA EE оо 








图 13.5 ЖИЛЫ 
т. 以 未 脱离 简 壁 的 最 外 层 一 个 小 球 M 为 研究 对 象 ， 不 考虑 其 他 球 对 它 的 作用 力 ， 

















它 受 到 重力 P、 摩 擦 力 F 和 法 向 约束 力 Fx 的 作用 。 

钢 球 随 简 作 匀速 圆周 运动 ， 有 法 向 加 速度 a, 一 Rw?*。 在 钢 球 上 加 上 法 向 惯性 力 Fi. 其 
大 小 隔 二 ma 一 mRw*， 方 向 与 法 向 加 速度 a, 相反 。 

根据 达 朗 伯 原 理 ， 作 用 在 钢 球 上 的 力 P、F、F 和 法 向 惯性 力 Fi 在 形式 上 组 成 平衡 
力 系 。 

取 自 然 坐标 轴 ， 写 出 平衡 方程 : 


= 





81388 达 朗 伯 原 理 
ХЕ,-0. Рсо--Еұ;-Е-0 

即 Еұ--тКо”--тасозд 

这 是 钢 球 在 任 一 位 置 9 时 受到 的 法 向 约束 力 Fs， 由 上 式 可 知 ， 随 着 钢 球 的 上 升 , 9 减 
小 ，RF 将 逐渐 减 小 。 当 钢 球 即将 脱离 简 壁 时 ，F、 二 0， 由 此 可 求 出 脱离 简 壁 时 的 夹 角 0 

д-анео (4) 
8 

若 增 大 深 简 转速 ， 则 钢 球 能 和 深 简 一 起 转 到 最 高 点 ， 且 此 时 Fx 二 0， 即 钢 球 在 0-0 

时 ， 因 此 
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соѕ0 一 一 
求 出 球磨 机 深 简 的 临界 角速度 为 LRO 
Е" << 
R 





设计 计算 中 ， авык" 0, 75,5, 88а. o 


118. 2 masmanta nis 


В n /Ni i 个 质点 的 质量 为 六 在 主动 力 Е, 和 约束 力 Fyi 

的 作用 下 ， 其 加 速度 为 a;， 根据 质点 的 达 朗 伯 кақ, i 个 质点 上 假想 地 加 上 它 的 惯性 
力 Fi= 一 miai;， 则 有 — 

@—— Е +Еъ+Е, е (ізі; "9, а, ій (13-4) 

即 作用 在 每 个 质点 上 的 主动 力 、 к ив 的 该 质点 的 惯性 力 在 形式 上 构成 一 

个 平衡 力 系 。 对 整个 质点 系 来 说 ， 共 有 个 这 样 的 平衡 力 系 ,它们 综合 在 一 起 仍 构成 平 稀 

力 系 。 因 此 ， 在 质点 系 运动 的 任 一 瞬时 ， 作 用 于 质点 系 的 主动 力 、 约 束 力 和 假想 地 加 在 每 

个 质点 上 的 惯性 力 构 成 一 个 平衡 力 系 ,这 就 是 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 。 

巴 作 用 于 第 i 个 质点 上 的 所 有 力 分 为 外 力 的 合力 FY ， 内 力 的 合力 Е?. ШІК (13-4) 

可 改写 为 





到 ”十 了 十 Fr 一 0 (i=1, 2, =», п) 
这 表明 ， 质 点 系 中 每 个 质点 上 作用 的 外 力 、 内 力 和 它 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 平衡 力 
系 。 由 毅力 学 知 ， 空 间 任 意 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 力 系 的 主 矢 和 对 于 任意 一 点 的 主 矩 
等 于 零 ， 即 








УЕ УЕ БУЕ; = 
УМ(Е®) -УМЕ®)+УМ,(Е;) =0 
于 质点 系 的 内 力 总 是 成 对 存在 ， 且 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 因 此 有 之 FF =0 和 之 Mo 
(Е9)-о. 于 是 有 


























УЕ БУЕ, =0 (13 - 5а) 
XMF ) + УМЕ) =0 (13 – 5Ь) 
20013 - 5) 表 明 ， 作 用 在 质点 系 上 的 所 有 外 力 与 虚 加 在 每 个 质点 上 的 惯性 力 在 形式 上 


Қ ИЕ). 








gu usa 


组 成 平衡 力 系 ， 这 是 质点 系 达 朗 伯 原 理 的 又 一 表述 。 

在 静 力 学 中 称 忆 F; 为 主 撩 ， 忆 Mo(F,) 为 对 点 O 的 主 矩 ， 现 在 称 忆 本 为 惯性 力 系 的 主 

矢 ， 台 Mo( Fi) 为 惯性 力 系 对 点 O 的 主 矩 。 与 静 力 学 中 空间 任意 力 系 的 平衡 条 件 
Е. = УЕ, = УЕ° =0, Мо-УХМОАЕО-УМОЕ9)-о 

比较 式 (13 - Б thi ТІНЕН ЗЕ У ЗЕН УМО F), Н ЗК ВИЙ 
原理 ， 这 在 形式 上 也 是 一 个 平衡 力 系 ， 因 而 可 用 静 力 学 各 章 所 述 的 求解 各 种 平衡 力 系 的 方 
法 ,求解 动力 学 问题 。 

【 例 13.3】 滑轮 半径 为 ,重量 为 P, 可 绕 水 平 轴 转 动 ， 
轮 缘 上 路过 的 软 绳 两 端 各 挂 重量 为 己 和 P. 的 重 物 ， 且 P, > 
已 ， 如 图 13. 6 所 示 。 设 开始 时 系统 静 业 ， 绳 的 重量 不 计 ， 强 
与 滑轮 之 间 无 相对 滑动 ， 滑 轮 的 质量 对 部 均匀 地 分 布 在 轮 缘 
上 ， 轴 承 的 摩擦 忽略 不 计 。 求 重 物 的 加 速度 。 

解 : 以 滑轮 与 重 物 所 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 它 受到 重 
力 已 、 书 、 已 和 轴承 约束 力 Fo... Fo 的 作用 。 

由 于 书 之 已 人 设 重 移 的 加 速度 大 小 为 a， 方 向 各 自如 图 13. 6 
所 示 。 在 质点 系 中 每 个 质点 上 假想 地 加 上 惯性 力 ， 惯 性 力 的 方 
向 与 各 自 的 加 速度 方向 相反 ， 大 小 分 别 为 


















































图 13.6 滑轮 


Fu= 24%. Fi = а 
FASAHA HS, ГОНЕ АЗЕ аз 一 ae， 法 向 加 速度 必 一 
宅 。 设 滑轮 边缘 上 各 点 的 质量 为 加 ， 在 各 质点 上 加 上 其 切 向 惯性 力 的 大 小 Fy 一 ma 一 





mi， 方向 油轮 缘 切 线 ， 指 向 如 图 所 示 ; 法 疝 惯 性 力 的 大 小 Е = та? 一 ms 于， 方向 沿 半径 


背离 中 心 。 
应 用 质点 系 达 朗 伯 原理 ， 有 平衡 方程 
(Pi—P:)r—Fnur—Fer— DF; ° r=0 




















因为 
ХЕ," r= араат 
в 
解 得 
=. Pi Ps 
eB ps 
| 13. 3 刚体 惯性 力 系 的 简化 








应 用 达 朗 伯 原 理 求解 刚体 动力 学 问题 时 ,需要 对 刚体 内 每 个 质点 加 上 它 的 惯性 力 ， 这 
些 惯性 力 组 成 一 惯性 力 系 。 如 果 用 静 力 学 的 方法 将 刚体 的 惯性 力 系 加 以 简化 ， 对 于 解 题 就 
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方便 得 多 。 下 面 分 别 对 刚体 作 平 移 、 绕 定 轴 转 动 和 平面 运动 的 惯性 力 系 进行 简化 。 

1. 刚体 作 平 移 

刚体 作 平 移 时 ， 每 一 个 瞬时 刚体 内 各 质点 的 加 速度 相同 ， 都 等 于 刚体 质心 的 加 速度 
ac， 即 a; 二 ac。 将 平移 刚体 的 各 质点 加 上 其 
惯性 力 Fi 二 一 miac。 各 质点 的 惯性 力 的 方向 
相同 ,组 成 一 同 向 的 平行 力 系 ， 如 图 13.7 
(a) 所 示 。 此 惯性 力 系 与 刚体 内 各 质点 所 受 
重力 分 布 规律 相似 ， 因 而 这 些 同 向 平行 的 惯 
性 力 就 可 以 简化 为 一 个 通过 质心 (重心 ) 的 合 
力 ， 以 Fa 来 表示 ， 如 图 13.7(b) 所 示 。 

Ға-ХЕ,--Хта,--- Мас S ` 

(13-6) қ \ 图 13.7 刚体 平移 
式 中 ，M 是 刚体 总 的 质量 。 下 
于 是 得 到 如 下 结论 ， 刚体 平移 时 ， ААН ИЕ 通过 质心 的 合力 ， 其 大 小 等 
F 刚 体 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 其 方向 和 质 心 加 速度 方向 相反 。 

2. 刚体 绕 定 轴 转 动 ls 

这 里 只 讨 论 央 体 具有 质量 对 称 辣 而 和 半 四 于 直 于 此 对 称 面 的 情形 。 由 于 刚体 具有 一 
垂直 于 转轴 的 对 称 面 ， 就 可 将 刚体 所 含 的 全 部 质点 简化 为 对 称 面 上 的 平面 质点 系 ， 了 
ыды ыма ыы ый 即 得 到 刚体 惯性 力 系 的 简化 

结果 。 
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设 某 瞬 时 kasq O 〇 转动 ， ТІЛІ? w， 角 加 速度 为 a。 在 对 称 平面 上 任 取 
一 质点 ， 其 质量 为 局 ， 到 转轴 O 点 的 距离 为 n;， 则 质点 的 切 向 加 速度 为 a 二 ma， 法 向 
加 速度 为 a? 三 Pow?， 与 之 相对 应 的 切 向 惯性 力 遍 三 一 mria， 法 向 惯性 力 Е = mrw 
如 图 13. 8(a) 所 示 。 由 于 O 〇 点 以 外 的 各 质点 均 绕 O 点 作 圆周 运动 ， 各 质点 均 加 上 相应 的 切 
向 与 法 向 惯性 力 ， 就 形成 一 个 平面 的 惯性 力 系 。 现 将 此 平面 力 系 向 转轴 O 点 简化 ， 由 静 力 
学 中 平面 任意 力 系 向 平面 内 任 一 点 简化 理论 可 知 ， 惯 性 力 系 可 得 到 一 力 和 一 力 偶 ， 此 力 即 
为 惯性 力 系 的 主 矢 Fro, ERW 




















(a) ©) 
图 13.8 刚体 绕 定 轴 转 动 


NE 


gË uuu, 


Ғю-ХЕ,-Х(-та) Хта, Мас (13-7) 
Жер. ac 为 质心 C 点 的 加 速度 : M 是 刚体 总 的 质量 。 惯 性 力 系 的 主 矢 作用 于 简化 中 心 O. 
此 力 偶 矩 即 为 惯性 力 系 的 主 矩 Mo ， 主 矩 等 于 惯性 力 系 对 O 点 的 矩 ， 即 
Мо- Dmo (Fy)= Dmo( Fs) 
Х(-ту,ғадғ; аЎ(та?) = — Joa (13-8) 
IP., Jo 是 刚体 对 通过 O 点 的 轴 的 转动 惯量 。 

由 此 可 知 : 具有 对 称 面 的 刚体 绕 垂直 于 该 平面 的 轴 转 动 时 ， 其 惯性 力 系 向 对 称 面 与 
转轴 的 交点 O 简 化 为 通过 O 点 的 一 个 惯性 力 和 一 个 惯性 力 偶 ， 此 惯性 力 的 大 小 等 于 刚体 
的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速度 方向 相反 ， 即 Fo 三 一 Mac; 此 惯性 力 偶 
的 矩 等 于 刚体 对 轴 O 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 向 与 角 加 速度 转向 相反 ， 即 Mo 一 
一 Jor， 如 图 13. 8(b) 所 示 。 < 7%” 

若 惯性 力 系 向 质心 C ИНЕ, ШИН М РЕ JJ Eid = — Ма c 和 一 惯性 力 偶 ， 
惯性 力 偶 的 矩 Mic 一 一 Jec 。 读 者 可 自行 证 明 。 XN 

下 面 讨论 几 种 特殊 情形 。 

(1) 若 转轴 通过 质心 C， 则 ас =0. Fu Que 一 0， 惯性 力 系 简化 为 一 惯性 力 偶 ， 
力 偶 的 矩 等 于 刚体 对 质 , 必 轴 的 转动 惯量 与 角 肌 速度 的 乘积 ， 转向 与 角 加 速度 的 转向 相反 ， 
如 图 13. 9(a) 所 示 。 

(2) 若 刚体 偏心 匀速 转动 ， ТІ ЗІНІ 心 C, 质 心 到 转轴 的 距离 为 ， 且 一 0， 
则 Mo 一 0， 惯性 力 系 简化 为 于 р" 其 大 小 РУМ 方向 沿 OC 并 背离 O 点 ， 如 
图 13. 9(b) 所 示 。 % 

(3) 若 刚体 绕 质心 C MESIE PEZ, MARRIDA Ü C. H a 二 0， 则 惯性 力 系 的 主 矢 和 
主 矩 均 为 零 ， 即 Бұ, Мс=0. ШІ 13. Хоит. 

3. 刚体 次 平面 运动 | 


这 里 只 讨论 作 平面 运动 的 刚体 具有 质量 对 称 面 、 且 平行 于 此 平面 运动 ， 这 种 情形 下 的 
惯性 力 系 的 简化 。 
与 刚体 绕 定 轴 转 动 类 似 ， 作 平面 运动 的 刚体 上 各 质点 的 惯性 力 系 可 简化 为 在 质量 对 称 
i 内 的 平面 力 系 。 质量 对 称 面 内 的 平面 图 形 如 图 13.10 所 示 。 研 究 此 对 称 面 内 的 平面 图 天 
的 运动 ， 显然 质心 C 在 此 平面 图 形 上 。 取 质心 C 为 基点 , 设 某 瞬时 质心 加 速度 为 ac, P 
图 形 的 角速度 为 w， 角 加 速度 为 。 由 和 运动 学 可 知 ， 平 面 运动 可 分 为 随 基点 的 平移 和 绕 
基点 的 转动 。 刚 体 的 惯性 力 系 也 分 为 随 质心 平移 而 加 的 惯性 力 系 和 绕 质 心 转动 而 加 的 惯性 

力 系 两 部 分 。 刚 体 随 质心 C 平移 而 加 的 惯性 力 可 简化 为 一 个 力 ， 力 的 大 小 : 
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四 (b) © S 


图 13.9 刚体 转动 的 几 种 特殊 情形 图 13. 10 质量 对 称 面 内 的 平面 图 形 


BBY 


CE нат 


Fr = Мас 
方向 通过 质心 C， 与 质心 加 速度 ас 反 向 。 
刚体 绕 质心 C 转动 而 加 的 惯性 力 可 简化 为 一 力 偶 ， 力 偶 矩 的 大 小 : 
Mr=Jca 
IP, Je 是 刚体 对 通过 质心 轴 的 转动 惯量 ， 其 转向 与 角 加 速度 的 转向 相反 。 








于 是 有 结论 : 具有 质量 对 称 面 的 刚体 平行 于 此 平面 运动 时 ， 刚 体 的 惯性 力 系 简化 为 在 


此 平面 内 的 一 个 惯性 力 和 一 个 惯性 力 偶 ， 此 惯性 力 通过 质心 ， 等 于 刚体 的 质量 与 质 
心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速度 方向 相反 ， 即 Fn 二 一 Mac; 此 惯性 力 偶 的 矩 等 于 刚 
体 对 通过 质心 且 垂直 A HDE SIII 





Б. 即 Me 一 一 Jeu 。 








【 例 1з. 4] 电动 绞车 安装 在 梁 上 ， 梁 的 两 端 搁 在 支 座 A. £ CM 13.11 所 示 。 若 


梁 与 绞车 共 重 P， 绞 盘 半 径 为 -， 并 与 电动 机 转子 固 结 ,它们 总 的 转动 惯量 为 J， 质 心 位 


于 O 处 。 今 绞车 以 加 速度 a 提升 质量 为 m 的 重 物 ，” 
各 尺寸 如 图 13. 11 所 示 ， жане нж) š 
AB 的 动 压力 。 ) 

解 : 以 梁 、 绞 车 和 重 物 为 研究 对 象 ， RARES 
重力 P, mg 和 支 座 A、B 的 约束 力 Ба. -Rw 的 作用 。 

重 物 作 平移 ， 惯 性 力 的 合力 通过 质心 ， 大 小 为 
Fi=ma, 方向 与 4 反 向 ; 绞车 的 国定 转轴 通过 质心 》 
O， 只 有 惯性 力 偶 ， 其 力 偶 逢 的 大 小 为 Mo 一 Ja 一 


J y а 的 转向 相反 梁 不 动 ， BEINE 


IRAR IME Я). 作用 在 质点 系 上 的 为 P. 
mg, Fa, Ем ФЕЈ Е, Мо EHRE В 13.11 电动 绞车 
2%. 

取 图 示 坐 标 轴 ， 写 出 平衡 方程 

УМь=0, —Fx (Q +L)+F/,+mgl. РІ +-Mo=0 
УЕ,=0, Fsa+Fsxsa—mg—Fi—P=0 











式 (1) 解 得 





Ема = [ala Phapa [mb E 2.) | 


z 
l+ 











式 (2) 解 得 
Fa = 





7 іт [mgh -PO +e—ls)+a(ml, -4)| 
求 得 约束 力 Ps 、PNs 即 为 支 座 对 梁 的 动 反 力 ， 梁 对 支 座 的 动 压力 与 动 反 力 大 小 
方向 相反 。 动 压力 中 包含 加 速度 的 项 ， 即 广 汪 (m L) iy (miL) 


升 中 梁 对 支 座 A 和 B 的 动 压力 。 
【 例 13. 5】 匀 质 细 杆 长 /， 重 已 ， 在 水 平 位 置 OA 从 静止 开始 绕 通 过 O 端的 水 了 











a) 
(2) 


相等 ， 
I 速 提 


EF 轴 转 








动 ， 如 图 13. 12(a) 所 示 。 求 杆 转 到 OB 位 置 与 水 平成 9 角 时 的 角速度 、 角 加 速度 和 固定 贸 
Ad 


l 
Шә 


HESE O 的 约束 力 。 











(a) (b) 
图 13.12 Улана — K > 
解 : 以 杆 为 研究 对 象 ， 杆 受到 重力 P 和 约束 力 Fo, .Fi 的 作用 。 


设 杆 转 到 OB 位 置 时 具有 角速度 w、 角 加 速度 а». ааа 
分 别 为 





еї NP 
ac 一 Fiát а= 724 


利用 动能 定理 T, =Т= + 可 求 出 生意 位 置 时 的 违 度 或 角速度 。 由 题 意 可 知 : 
D ° Й а. Т, = л 





жарчи Л 


则 A Г ғи а-0- Spd sing 
пане ОВ 位 置 与 水 平成 9 КТІ 


pea 3gsin0 
1 
以 转轴 O 为 简化 中 心 ， 假 想 地 加 上 惯性 力 系 FEp、Fb 和 Mo， 它 们 的 大 小 分 别 为 
Рі pü =P Ë. 
10 g 48 10 g 916 











3 Psing 
Mo= 5 a 
其 方向 均 如 图 13. 12(b) 所 示 。 
取 图 示 投 影 轴 列 出 平衡 方程 : 
EF,=0, Fo-Fk--Psin0=0 0) 
УЕ,=0, Е.--Ео-Рсовф-0 (2) 





УМь=0, М-Р 50000 (3) 


将 Fo、 开 和 Mo 的 表达 式 代入 上 式 (D)、 式 (2)、 式 (3) 中 ， 得 到 w= 羡 大 cosg， 方 向 
与 假设 方向 相同 ， 为 送 时 针 方向 。 


Ба==5Ё, Р пд, Fo =F cos 


25 


= 


SE AAR 


【 例 13.6] 一 匀 质 圆柱 重 P， 半 径 为 L， 沿 倾角 为 9 RHIA Т, ШІН 13.13 
所 示 ， 不 计 滚 动 摩擦 ， 求 质心 的 加 速度 ac 及 
斜面 的 法 向 反 力 Fs 和 摩擦 力 F. 
解 : 以 圆柱 体 为 研究 对 象 。 它 受到 重力 v 
P、 和 斜面 的 法 向 反 力 Б. 和 摩擦 力 下 的 作用 。 
圆柱 作 平 面 运动 ， 设 质心 加 速度 为 ac， 
角 加 速度 为 c。 因 为 圆柱 只 滚 不 滑 ， 有 ас- 
ra。 在 质心 上 加 惯性 力 Е, ЖКА тас, 
方向 与 ac 反 向 ;还 有 惯性 力 偶 ， 力 偶 矩 的 大 
小 Mic 三 Jer， 转向 与 a 的 转向 相反 。 VAN 
根据 达 朗 伯 原 理 ， 作 用 在 圆柱 上 的 力 P、F、F、s 和 惯性 力 系 Fi. Му fEJÉ Ж БН RF 
取 图 示 坐 标 轴 ， 写 出 平衡 方程 \ 
УЕ,=0, F+Fi—Psin0=0 (1) 























В 13.13 “圆柱 的 滚动 











УЕ,=0, Еұ-Рсоф-0 (2) 
EM, =0,, APs Fi)r—Mc=0 (3) 


将 已 和 Mice 的 表达 式 代 入 式 (3) 中 心得 到 


5 (Psin а.) Рад Е 





由 于 ас= ға, 得 


ас 2.6907 
代入 式 (1) ,得 ТҰҚ 
F=+Psin0 
由 式 (2)， 得 
Еу = Pcos0 
根据 静 座 擦 的 性 质 ，F 志 /Fs， 得 
+ Psinó< f/Pcos0 
或 
tan0<3 f (4) 


КО) АН ЯЛА. 
| 13. 4 绕 定 轴 转 动 的 刚体 轴承 动 反 力 


高 速 绕 定 轴 转动 刚体 (简称 转子 ) 的 转轴 都 要 求 垂直 于 对 称 平面 并 通过 质心 ， 这 样 在 转 
动 过 程 中 ,刚体 的 惯性 力 就 等 于 零 。 但 实际 上 ， 由 于 材料 的 不 均匀 ,会 产生 刚体 的 质量 中 
心 和 几何 中 心 的 不 重合 ， 而 制造 安装 等 因素 ， 会 最 终 导 致 转动 刚体 质心 偏离 转轴 ， 即 偏 


Ма» 

















e usa 


心 。 在 高 速 运转 时 ， 即 使 偏心 量 很 小 ,但 质心 有 一 个 很 大 的 法 向 加 速度 ， 这 样 因 偏心 所 产 
生 的 离心 惯性 力 仍 很 大 ， 因 而 使 得 支承 处 的 轴承 引起 附加 动 反 力 而 影响 机 器 运行 。 例 如 ， 
转子 质量 为 M， 偏 心 距 为 e， 转子 安装 在 转轴 长 度 中 心 。 如 图 13. 14 所 示 。 当 转子 作 匀 速 





转动 时 ， 即 a 二 0， 惯 性 力 系 的 3 
Жл. ЖК В Meo, ЖР 





E 矢 等 于 零 。 惯 性 力 系 简化 为 一 个 向 转轴 简化 的 径 向 离心 惯 
心 惯 性 力 与 两 支承 处 约束 力 及 转子 自重 组 成 一 平衡 力 系 。 





由 转子 自重 引起 的 两 轴承 处 的 约束 力 称 为 静 反 力 ; 由 离心 惯性 力 引起 的 两 轴承 处 的 约束 力 
称 为 动 反 力 。 由 于 离心 惯性 力 的 方向 是 随 着 转轴 的 旋转 而 周期 性 变化 的 ， 相 应 地 动 反 力 的 
方向 也 随 着 转轴 的 旋转 发 生 周期 性 的 变化 ， 当 质心 转 到 最 低位 置 ， 离 心 惯性 力 的 方向 与 转 
子 自重 处 于 同一 方向 ， 此 时 轴承 的 最 大 约束 力 等 于 静 反 力 与 动 反 力 的 和 ， 即 











Fw 一 Fa 一 
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FMgtMew) ， 人 入 








于 轴承 动 约束 力 的 大 小 利 











图 13.15 所 示 的 情况 是 静 平衡 ， 











方向 时 刻 变 化 ， 这 将 引 起 机 器 振动 ， 促使 轴承 磨损 加 快 ， 


因此 在 设计 、 加 工 、 安装 过 程 中 要 尽量 消除 或 减 小 偏心 ”使 动 反 力 减 小 到 允许 程度 。 为 了 
避免 出 现 轴 承 动 约束 力 ， 确 保 机 器 运行 安全 可 靠 ， 在 有 条 件 的 地 方 ， 可 在 专门 的 静 平衡 与 
动 平衡 试验 机 上 进行 静 、 动 平衡 试验 ， 根 据 试验 数据 在 刚体 的 适当 位 置 附加 一 些 质量 或 
去 掉 一 些 质 量 ,， 使 其 达到 静 、 动 平衡 。 对 于 转子 ;车 其 质心 在 轴线 上 ， 除 重力 外 没有 其 
他 外 力作 用 时 ， 转子 能 静止 于 任何 位 置 的 现象 称 为 静 平衡 。 当 转 子 转动 时 ， 不 出 现 轴承 
动 约束 力 的 现象 称 为 动 平衡 。 应 注意 的 是 ， 经 过 静 平 衡 的 转子 ， 不 一 定 实现 动 平 衡 。 如 





但 转动 时 ， 由 于 曲轴 的 结构 形状 引起 的 两 个 惯性 力 ， 且 它 


们 不 在 同一 垂直 于 转轴 的 平面 肉 ， 这 两 个 惯性 力 形成 寺 惯 性 力 力 偶 ， 仍 使 轴承 产生 相当 大 
的 轴承 动 反 力 ， 也 须 采取 平衡 措施 来 消除 这 种 动 不 平 衡 现象 














13.14 ”偏心 转子 图 13.15 曲轴 
【 例 13.7】 已 知 转子 的 质量 为 M 一 20kg， 质 心 C 不 在 转轴 上 ， 偏 心 距 为 e 一 0. 1mm 


(图 13. 14) 。 当 转子 以 匀 转 速 n=12000r/min 转动 时 ， 求 轴承 的 动 反 力 。 


解 : 以 转子 与 转轴 AB 为 研究 对 象 ， 它 受到 重力 P 和 约束 力 Fvs、Fxs 的 作用 。 
转子 作 匀 速 转动 ， 惯 性 力 系 简化 为 一 向 转轴 简化 的 径 向 离心 惯性 力 ， 其 大 小 : 
Fi=Mew:=20X0.1X10 3 X 


方向 如 图 13. 14 所 示 。 




















(1200 |”. з160С0) 


ХЕ. ЕЛИТЕ ТУТ БАО P, Ға. ЕЕ, 组 成 一 平衡 力 系 。 
取 坐 标 轴 ， 写 出 平衡 方程 可 得 


Бал-Ез--<(Ме--Ме?)---(20Х9. 81--3160)--1678СЧ) 
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‘BEY 
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EE ООН 





Juhlpk 322: F,—1580N, HRABRIH, ЛИ 7 Mg=98N. 


由 此 可 见 ， 在 高 速 运转 下 ，0. lmm 的 偏心 距 引起 的 轴承 动 反 力 是 静 反 力 的 16 倍 之 多 。 因 
而 ， 对 一 些 高 速 、 精 密 机 器 ， 消 除 轴承 的 动 反 力 是 一 个 十 分 重要 的 问题 。 








І. 设 质 点 的 质量 为 m， 加 速度 为 a， 则 质点 的 惯性 力 F. 定义 为 
Е, = — та А Y 入 
2. 质点 的 达 归 伯 原 理 ， 质 点 上 除了 作用 有 主动 力 玉 和 约束 力 下 s 外 ， 如 果 假 想 地 
认为 还 作用 有 该 质点 的 惯性 力 Е, 则 这 些 力 在 形式 上 形成 汪 个 平衡 力 Á. F] 
FFF 20 下 | 
3. 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 : 在 质点 系 FAO 8 мә 58 的 惯性 力 Fus MJ 
质点 系 的 所 有 外 力 和 惯性 力 在 形式 上 构成 二 外 平衡 力 系 ， 即 
xE 1 XF =0 
> EMEY + Уму) =0 
A НИКЕ A M GERDT > 
(1) 刚体 作 平 移 ， 其 惯性 力 系 可 简化 为 一 ал C 的 合力 ， 即 Ек = Мас. 
(2) ИВЕ Ы Ра ИК АГ н 2k 5 8 Т р а). 其 惯性 力 
系 向 对 称 面 与 转轴 的 交 点 O 简化 为 通过 Q 点 的 二 个 惯性 力 和 一 个 惯性 力 偶 ， 此 惯性 力 
为 Ею- “Мас; ПК ва Му Joa. 
(3) MAIR Dih, 若 刚体 具有 质量 对 称 面 且 平行 于 此 平面 运动 ， 其 惯性 力 系 简 
化 为 在 此 平面 内 通过 质心 C 的 一 个 惯性 力 和 一 个 惯性 力 偶 ， 此 惯性 力 为 Fr 二 一 Mac; 此 
惯性 力 偶 的 矩 为 Mr 一 一 Jea。 
5. 质心 在 转轴 上 ， 刚 体能 静止 于 任何 位 置 的 现象 称 为 静 平衡 。 当 刚体 转动 时 ， 不 
出 现 轴承 动 约束 力 的 现象 称 为 动 平衡 。 














а ж 题 


1. 在 加 速 行驶 的 一 列 火车 中 ， 哪 一 节 车 厢 挂 钓 受 力 最 大 ? 为 什么 ? 

2. 应 用 达 朗 伯 原 理 时 ， 是 否 运动 着 的 质点 都 需 加 上 惯性 力 ? 若 质 点 作 匀 速 圆 周 运动 
时 是 否 存在 惯性 力 ? 

3. 匀 质 圆 环 绕 通 过 中 心 且 与 圆 环 平面 垂直 的 轴 转 动 。 试 问 圆 环 上 各 质点 的 离心 力 是 
否 相 等 ? 为什么? 

4. 物体 系统 由 质量 分 别 为 ms Mme 组 成 ， 放置 在 光滑 水 平面 上 。 今 在 此 系统 上 作 
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Р РИ 


一 如 图 13. 16 所 示 的 力 Е. WANA BÉREN A. В 之 间 相 互 作用 力 的 大 小 是 否 等 于 下 。 
5. 如 图 13. 17 所 示 的 质点 M 沿 位 于 铅 直面 内 的 固定 光滑 圆 弧 轨 道 运动 ， 当 到 达 最 高 
点 时 ， 质 点 没有 向 下 落 ， 能 和 否 说 此 时 质点 在 主动 力 即 重力 G、 约 束 反 力 Еу 和 惯性 力 Fi 的 
作用 下 处 于 平衡 ? 
6. 一 匀 质 圆 轮 的 质量 为 m， 半 径 为 r-。 试 指出 下 列 各 种 情况 下 的 惯性 力 的 简化 结果 : 
(1) 绕 质心 匀速 转动 ; (2) 绕 质心 加 速 转动 ;(3) 偏 心 匀速 转动 ;(4) 偏 心 加 速 转动 。 
7. 半径 为 "、 质 量 为 m 的 匀 质 圆 盘 ， 沿 水 平 直线 轨道 作 纯 深 动 ， 如 图 13. 18 所 示 。 已 知 
圆 盘 质心 C 在 某 瞬 时 的 速度 oc 和 加 速度 ac， 试 计算 该 瞬时 惯性 力 系 向 瞬 心 O 的 简化 结 
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图 13.16 力作 用 于 A、B 图 13,17 质点 运动 图 13.18 圆 盘 纯 滚 动 


3 m 
1. НЕ PAN, MWA А 无 初速 地 沿 铁丝 下 滑 ， 铁 丝 由 直线 段 AD 和 圆 环 DE 构 
成 ， 如 图 13.19 所 示 。 已 知 AD=h 二 60cm， 国 环 半径 r= Мото, RIER, RARE 
国 环 上 点 B 时 ， 铁 丝 对 滑 块 的 约束 力 。 
2. 有 相同 的 两 鼓 轮 ， 鼓 轮 重 为 G 一 800N， 半 径 "一 25cm， 对 于 转轴 的 回转 半径 o= 
37cm， 如 图 13. 20 所 示 。 在 鼓 纶 О 上 悬挂 一 重 为 M 的 重 物 ， 在 鼓 轮 O, 上 作用 一 力 F= 
160N。 若 摩 控 忽 略 不 计 ， 试 分 别 求 两 喜 轮 的 角 加 速度 。 
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图 13. 19 滑 块 下 滑 图 13.20 %% 
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3. 一 平板 车 运送 货物 如 图 13. 21 所 示 ， 已 知 货 箱 可 视 为 匀 质 长 方 体 ， 质 量 为 M. R 
箱 与 平板 车 之 间 的 摩擦 系数 /一 0. 35， 其 尺寸 如 图 所 示 。 试 求 货物 在 车 上 了 既 不 滑动 也 不 翻 
倒 的 条 件 下 ， 所 容许 平板 车 的 最 大 加 速度 。 
4 偏心 轮 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 ， 推动 杆 AB 沿 铅 垂 滑 道 运动 ， 如 图 13.22 所 示 。 
杆 的 顶部 放 有 一 质量 为 m 的 物体 。 设 偏心 距 ОС-е. 开始 时 OC 在 铅 垂 线 上 ， 即 O. C. 
B、A 共 线 ， 求 物体 对 杆 AB 的 压力 及 保证 物体 不 离开 杆 的 最 大 角速度 w。 


























图 13.21 平板 车 运 贷 LA N 图 13.22 偏心 轮 


5. 振 实 土壤 的 振动 器 由 两 个 相间 的 偏心 块 和 机 座 组 成 5 如 图 13. 23 所 示 。 已 知 底座 
重 为 P， 重 心 在 C; 每 个 偏心 氧 重 为 Q. 重心 分 别 在 C7 和 已， 偏心 距 ОС 一 0;C =e, 
两 偏心 块 由 电机 带动 以 等 角速度 。 朝 相 反 的 方向 转动 转动 时 两 偏心 块 始终 保持 对 称 位 
置 ， 试 求 振动 器 对 地 面 的 压力 。 K 

6. 电动 机 的 定 予 与 外 过 总 质量 为 Mx 质心 为 0， 安装 在 水 平 的 基础 上 ， 转 轴 0 与 水 
平 基础 间 的 距离 为 h; 转子 质量 为 m， 其 质心 为 C， 偏 心 距 为 0C 二 e， 运 动 开始 时 质心 C 
位 于 最 低位 置 。 今 转子 以 匀 角 速度 o 转动 ， 求 电动 机 对 基础 的 正 压力 。 
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图 13. 23 ”振动 器 图 13.24 电动 机 








7. KFA AB, 质量 为 M， 长 为 /，A ЗЛЕ, B 端 用 铅 直 绳 吊 住 ， 如 图 
13.25 所 示 。 现 绳子 突然 断 掉 ， 求 此 时 杆 的 角 加 速度 和 铵 链 A 处 的 约束 力 。 

8. 如 图 13. 26 所 示 ， 长 方形 匀 质 平板 ， 质 量 M 一 50kg， 由 两 个 销 钉 A 和 B 悬挂 。 若 
突然 撤去 销 В. REREH B 的 瞬时 平板 的 角 加 速度 和 销 A 的 约束 力 。 

9. 如 图 13.27 所 示 ， 直 径 为 0. 2m 的 钢管 ， 置 于 小 车 上 ， 设 钢管 与 小 车 间 的 滚动 摩擦 
系数 为 0. 5cm。 问 小 车 以 多 大 加 速度 运动 时 ， 钢 管 将 在 车 上 滚动 ? 











Мок)» 


gË uuu 





A 13.25 УЖЖ В 13.26 SAFF 


10. 加 速度 分 析 仪 ， 如 图 13. 28 所 示 ， 当 机 体 加 速度 到 达 规 定 值 时 ，A 处 接触 触 头 会 
脱 开 。 已 知 曲 臂 OA 可 绕 水 平 轴 O 转动 ， 其 质量 为 0. 2kg， 其 质心 位 于 C 处 。 现 由 调节 螺 
ED B 处 弹簧 力 调 为 SN 作用 给 曲 臂 ， 求 当 加 速度 多 大 时 ，A 处 的 触 头 会 脱 开 ? 


NAN 30 




















图 13.27 小 车 载运 钢管 ү “图 13.28 ”加 速度 分 析 仪 
11. 如 图 13. 29 所 示 ， 一 长 为 /， 质 量 为 mm 的 匀 质 杆 OA， 可 绕 水 平 轴 O 转 动 。 当 OA 
杆 静止 于 铅 垂 位 置 时 ， 一 水 平 力 下 突然 作用 到 B 点 。 试 求 该 初 瞬时 轴承 O 的 水 平 约束 反 
力 。 又 当 距 离 h 为 何 值 时 ， 轴 承 О 的 水 平 约束 力 等 于 零 。 
12. 如 图 13. 30 所 示 砂 轮轴 上 安装 有 两 个 砂轮 ,它们 的 质量 分 别 为 m = 3kg, m = 
Бір, БОЛАМ ИНЕ С, 和 C ， 偏 心 距 都 是 e 王 0.2mm， 砂 轮轴 以 转速 n=3000r/min fE2J 
速 转动 ， 求 在 图 示 位 置 时 轴承 的 附加 动 反 力 。 














图 13. 29 匀 质 杆 绕 轴 转动 图 13.30 砂轮 
13. 如 图 13.31 所 示 ， 一 长 为 /， 重 量 为 了 P 的 匀 质 杆 AB 在 A 处 用 光滑 销 钉 联 结 在 半 
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径 为 R 的 轮 缘 上 ， 并 与 长 也 为 尺 的 杆 BC RIF B 处 ，OC=AB，BC 杆 质量 不 计 。 若 轮 
子 被 驱动 ， 当 0 二 0 时 其 角速度 为 w， 角 加 速度 为 c。 求 当 6=0 BF, А, B 处 销 钉 施加 于 杆 
的 力 。 

14. 勾 质 圆柱 体 的 质量 为 mx, 在 圆柱 中 部 缠绕 有 细 强 ， 绳 的 一 端 B 固定 ， 如 图 13. 32 
所 示 。 圆 柱 体 因 细 强 解 开 而 下 降 ， 设 在 此 过 程 中 细 强 已 解 开 部 分 AB 保持 铅 垂 。 求 圆柱 中 
心 的 加 速度 和 细 强 所 受 的 拉力 。 
































813.31 转 轮 连 杆 机 构 УХ 、_ ”图 13.32 匀 质 圆柱 体 
15. 如 图 13.33 所 示 曲 柄 OA 质量 为 mn Ж», 以 等 角速度 o 绕 水 平 轴 O 逆 时 针 方 
向 转动 。 曲 柄 A 端 推动 水 平板 В. fir C 沿 锅 直方 向 运动 ， 滑 杆 质量 为 ws， 摩擦 忽略 
ai 2... 30 m 求 曲 柄 的 力 偶 矩 ， 以 及 轴承 O 的 约束 力 。 

匀 质 矿 子 重 为 P, FRAR, 放 在 粗糙 的 地 面 上 :在 矿 子 的 鼓 轮 上 绕 以 软 绳 ， 并 
ИР HH F, Hri 与 水 平成 9 角 ， 如 图 ; 13.34 所 示 。 鼓 轮 的 半径 为 "， 矿 
子 对 中 心 0 的 回转 半径 为 p。 当 太子 由 前 止 开始 沿 ;地 而 作 纯 滚动 时 ， 试 求 其 中 心 O 的 运动 
规律 。 >» ж. \ 





В 13.33 曲柄 、 平 板 、 滑 杆 系统 图 13.34 RF 
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教学 目标 


本 章 是 用 动力 学 方法 求解 静 力 学 问题 ， 它 从 力 的 功 出 发 ， 直 接 建 立 质点 系 处 于 平衡 时 
主动 力 之 间 的 关系 。 虚 位 移 原理 给 出 的 平衡 条 件 ， 对 于 任意 质点 系 的 平衡 都 是 必要 与 充分 
的 ， 因 此 它 是 解决 质点 系 平衡 问题 的 普遍 原理 。 虚 位 移 原理 与 达 朗 伯 原 理 结合 起 来 构成 了 
分 析 动 力学 的 基础 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 进一步 了 解约 束 的 分 类 和 性 质 ， 会 判断 质点 系 自由 度 和 广义 坐标 。 

(2) 正确 理解 虚 位 移 的 概念 ， 能 熟练 地 计算 质点 系 中 各 有 关 质 点 的 虚 位 移 ， 并 找 出 它 
们 之 间 的 关系 。 

(3) 熟练 应 用 虚 位 移 原 理 求解 非 自 由 质点 系 的 平衡 问题 。 











教学 要 求 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
а) 正确 理解 虚 位 移 鲜 pa а РР 
> оу 31 Е (1) 各 类 约束 和 约束 方程 、 实 位 移 
жн (2) Айз (2) 运动 学 相关 知识 
М (1) 理想 约束 、 自 由 度 和 广义 坐标 
虚 位 移 原理 (2) 广义 力 、 变 分 
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约束 、 理 想 约束 、 自 由 度 、 广 义 坐 标的 概念 ; 虚 位 移 、 虚 功 的 概念 及 其 计算 ; 845% 


原理 。 
Ë s 

虚 位 移 原 理应 用 功 的 概念 分 析 质点 系 的 平衡 问题 ， 是 研究 静 力学 平衡 问题 的 另 一 途 
径 。 宅 不 需要 列 平衡 方程 ， 只 需 计算 系统 中 力 所 做 的 功 ， 即 可 建立 质点 系 处 于 平衡 时 主动 
力 之 间 的 关系 。 庶 位 移 原理 的 计算 最 后 大 多 归结 为 运动 关系 的 确定 问题 ， 因 而 要 掌握 好 庶 
位 和 原理 ， 需 要 能 妆 红 运用 运动 学 的 知识 。 应 用 座位 和 原理 着 ТЕТІ 
awa. ANN 

， 水 平江 AB 长 为 1， 在 染 的 中 心 C 作用 集 史 人 тазала. Ж 

не. ЗЛЕВА КИНАНА НА ЕКЕ HENNARA. 
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[14.1 约束 “ 虚 位 移 . 虚 功 





14.1.1 约束 ІЗ X L 


-es 这 样 的 质点 系 称 为 自由 质点 系 ; 车 质点 
系 中 各 质点 的 位 置 和 运动 受到 一 定 限制 ， 则 称 叱 质点 系 为 非 自由 质点 系 。 限 制 质点 或 质点 
系 位 置 和 运动 的 各 种 条 件 ， 称 为 约束 ， 这 些 限制 条 件 用 数学 方程 表示 出 来 ， 称 为 约束 方 
程 。 根 据 约束 的 形式 和 性 质 ， 约 束 可 分 为 如 下 几 类 。 

І. 几何 约束 和 运动 约束 

只 限制 质点 或 质点 系 在 空间 的 几何 位 置 的 约束 称 为 几何 约束 。 例 如 图 14. 1 所 示 的 无 
重 刚 杆 为 摆 杆 的 单 所， 其 中 质点 M 可 绕 固定 点 O 在 平面 Ory 内 摆动 ， 摆 长 为 /。 由 于 刚 
F OM 的 限制 ， 质 点 M 必须 在 以 点 O 为 圆心 、 以 /为 半径 的 圆周 上 运动 。 若 以 x、y 表示 
质点 的 坐标 ， 则 其 位 置 坐标 必须 满足 条 件 

а? +у=2 























上 式 称 为 约束 方程 。 

又 如 ， 质 点 M 在 图 14. 2 RFH r 的 球面 上 运动 ， 那 么 球 
面 方程 就 是 质点 M 的 约束 方程 ， 即 
ауа = 

几何 约束 的 约束 方程 建立 了 质点 间 几 何 位 置 的 相互 联系 。 

除 几何 约束 外 ， 限 制 质 点 系 运 动情 况 的 运动 学 条 件 ， 称 为 运 
动 约束 。 如 图 14. 3 所 示 ， 半径 为 的 圆 轮 在 水 平面 上 沿 直线 轨道 
只 滚 不 滑 ， 由 于 约束 的 限制 ， 轮 子 与 轨道 接触 点 A 的 速度 为 零 。 图 14.1 单 摆 
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设 轮 心 СЕНЕ у лс. ETAREN ф. ДЕ Е ЕВЕ АГ. 
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图 14. 2 质点 在 球面 上 的 运动 шы Z 


-r=0 
上 式 建立 了 轮 心 速度 与 轮子 角速度 之 间 的 关系 ， 52270 
2. 定常 约束 和 非 定常 约束 7 4 


如 果 约 束 方程 中 不 显 含 时 间 z, 即 约束 不 随 财 间 而 变 ， 这 种 约束 称 为 定常 约束 。 
如 前 述 单 摆 的 约束 方程 不 显 含 时 间 :， 属 于 定 党 
约束 
TO Ирига ТАЈ +， 约束 条 件 随 时 间 变 化 ， 
“这 种 约束 称 为 非 定常 约束 。 如 图 14.4 所 示 ， 一 与 弹 
签 相连 的 滑 块 .入 可 沿 光滑 水 平面 往复 滑动 ， 设 其 运 
动 规律 为 xs 一 4sinwl。 又 在 滑 块 上 连接 一 单 提 ， 摆 杆 
KA de 则 质点 M 的 约束 方程 为 















SN vs 2%” (2 —аѕіпоі) +y =Ë 
Ера 上 式 中 显 含 时 间 :+。 所 以 是 非 定常 约束 。 

3. 双 面 约束 和 单 面 约束 

在 如 图 14. 1 所 示 的 单 摆 例 子 中 ， 摆 杆 是 一 刚 杆 ， 它 限制 质点 沿 杆 的 拉 伸 方向 位 移 ， 
又 限制 质点 沿 杆 的 压缩 方向 位 移 ， 这 种 约束 称 为 双 面 约束 (或 称 为 固执 约束 )。 双 面 约束 的 
约束 方程 是 等 式 。 如 图 14. 3 所 示 的 轮子 ， 轨 道 只 限制 它 向 下 的 运动 ， 这 种 约束 称 为 单 面 
约束 (或 称 为 非 固执 约束 )。 单 面 约束 的 约束 方程 是 不 等 式 。 

4. 完整 约束 和 非 完整 约 束 

如 果 约 束 方程 中 不 包含 坐标 对 时 间 的 导数 ， 或 者 约束 方程 中 的 微分 项 可 积分 为 有 限 形 
Ж. 这 种 约束 称 为 完整 约束 。 例 如 ， 在 上 述 图 14.3 所 示 的 轮子 沿 直线 轨道 作 纯 滚动 的 例 
子 中 ， 其 运动 约束 方程 :一 局 =0 可 以 积分 为 有 限 形式 ， 即 

Xzc=rgtC 

所 以 轮子 受到 的 约束 是 完整 约束 。 

如 果 约 束 方程 中 包含 坐标 对 时 间 的 导数 ,而 且 约 束 方程 不 可 能 积分 为 有 限 形式 ， 这 种 
约束 称 为 非 完整 约束 。 非 完整 约束 总 是 微分 方程 的 形式 。 

本 章 只 讨论 受 定常 的 双 面 几 何 约束 的 质点 系 的 平衡 问题 。 
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14.1.2 ШУ 


由 于 约束 的 存在 ， 非 自由 质点 系 中 各 质点 的 位 移 受到 一 定 的 限制 ， 有 些 位移 是 约束 所 
人 允许 的 ， 另 一 些 位 移 是 约束 所 不 允许 的 。 在 某 瞬 时 ， 质 点 系 在 约束 所 人 允许 的 条 件 下 ， 可 能 
实现 的 任何 无 限 小 的 位 移 称 为 虚 位 移 。 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 ， 也 可 以 是 角 位 移 。 虚 位 移 
变 分 符号 3 表示 。 例 如， 在 如 图 14. 5 所 示 的 被 约束 在 固定 曲面 上 的 质点 M， 过 М 点 的 切 
面 内 任何 微小 位 移 ór 都 是 约束 所 允许 的 ， 是 质点 M 的 虚 位 移 。 

虚 位 移 与 实 位 移 是 两 个 不 同 的 概念 。 虚 位 移 是 约束 允许 条 件 下 可 能 发 生 的 任意 的 无 限 
小 的 位 移 。 而 实 位 移 是 质点 系 在 一 定 初始 条 件 下 ， 由 于 力 的 作用 在 过 定时 间 内 实现 的 真实 
位 移 ， 它 也 是 约束 所 允许 的 。 对 于 无 限 小 的 实 位 移 ， 一 般 用 微分 符号 d 表示 。 

在 定常 约束 条 件 下 ， 如 图 14.5 中 的 曲面 为 固定 曲面 出 于 约束 条 件 不 随时 间 而 改变 ， 
实 位 移 只 是 所 有 虚 位 移 中 的 一 个 ， 而 虚 位 移 视 约束 情况 3 可 以 有 多 个 ， 甚 至 无 穷 个 。 在 非 
定常 约束 情况 下 ， 如 图 14. 6 所 示 的 曲面 是 运动 的 设 4 瞬时 曲面 的 位 置 为 T， 经 过 d 时 
间 后 的 位 置 为 I ， 在 di 时间 内 质点 M 的 实 位 移 为 dre T 而 某 瞬 时 的 虚 位 移 是 将 时 间 固 定 
后 ,约束 所 允许 的 位 移 ， 质 点 M fE 瞬时 的 虚 位 移 为 Sr、6r 、… 实 位 移 不 能 固定 时 间 ， 
所 以 这 时 的 实 位 移 不 一 定 是 虚 位 移 中 的 全 个 。 
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图 14.5 固定 曲面 图 14.6 运动 曲面 


14.1.3 I) 


假想 地 给 质点 一 虚 位 移 бғ. WA F ER òr 上 所 做 的 功 称 
HEY., H 
WSF. òr 
也 可 用 虚 功 的 解析 表达 式 





əéW=F,ëz+F,ày+- F.ëz 

Ж. Fa Бу, Е. ЖЕЛІ КІМДІ Е 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 ; 6x、6y、6x 为 虚 位 移 
òr 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 。 

于 虚 功 是 在 假想 的 虚 位 移 中 所 做 的 功 ， 因 而 虚 功 是 假想 的 ， 是 虚 的 。 如 图 14.7 
所 示 曲 柄 连 杆 机 构 。 按 图 示 虚 位 移 ， 力 下 作 的 虚 功 为 5W = —Е • rs, J M 做 的 虚 
功 为 88 一 Mip。 图 示 机 构 处 于 静止 平衡 状态 ， 显 然 任 何 力 都 没 做 实 功 ， 但 力 可 以 做 
ШЕЛІ. 
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14.7 曲柄 连 杆 机 构 


如 果 在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 ,约束 力 所 做 虚 功 的 和 为 零 则 这 种 约束 称 为 理想 约 
R. AUCA REHAR, JORE, EER Шы сы 固定 端 等 约束 均 为 理 
想 约束 。 


114. 2 адка 
设 有 一 个 质点 系 处 于 静止 状态 ， 卫 质点 系 中 任 一 质点 M ， 如 图 14.8 所 示 ， 作 用 在 访 


质点 上 的 主动 力 的 合力 为 F, ,约束 为 的 合力 为 Еу. ТТТ 则 该 质点 
也 处 于 平衡 状态 ,因此 有 一 ау, 





x Е--Еы-0 С 
ан a ia 其 中 质点 М, 的 虚 位 移 为 6r;， 则 作用 在 质点 上 的 力 F, 和 
Та кул 2 
Е, • ër ¥ Fy: • ӧг,=0 

对 于 质 , ТТ 质点 ， 都 可 得 到 与 上 式 同样 的 等 式 。 将 这 些 等 式 相 加 ， 得 

УЕ, .sr 十 了 Fu .sr=0 

如 果 质 点 系 具有 理想 约束 ， 则 约束 力 在 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 为 零 ， 即 光 Fxs -òr =0, 

代入 上 式 得 














>F, • dr=0 (14-1) 
HXW, 代表 作用 在 质点 上 的 主动 力 的 虚 功 ， 由 于 6W = УЕ, "де. MM ЕКГ у 
УЗ, = >F, • dr=0 (14-2) 


可 以 证 明 ， 上 式 不 仅 是 质点 系 平衡 的 必要 条 件 ， 也 是 充分 条 件 。 
因此 可 得 到 结论 ， 具 有 理想 约束 的 质点 系 ， 在 某 一 位 置 处 于 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 
作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 在 此 位 置 的 任何 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 为 零 。 上 述 结论 称 为 虚 
位 移 原理 ， 又 称 为 虚 功 原理 。 

式 (14-1)、 式 (14-2) 也 称 为 虚 功 方程 。 

为 了 方便 ， 也 可 将 式 (14 -1) 写 成 解析 表达 式 ， 即 

У (Её, РЕ, у, БЕ.:ӧх;) =0 (14-3) 

RP, Fu, F,. Е. ЛЕН ЕЕ F, 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 ;6zx;、6y;、6x; 
为 虚 位 移 òr; ТІГІН ІІ 


BEY 



































ЖЫН зият 


虚 位 移 原理 的 优势 在 于 讨论 质点 系 平衡 时 直接 给 出 了 主动 力 之 间 的 关系 而 无 需 涉及 理 
想 约束 力 。 若 求解 受到 有 摩擦 或 弹簧 存在 的 非 理想 约束 的 质点 系 的 平衡 问题 ， 只 要 把 摩擦 
力 或 弹性 力 当 作 主 动力 ， 在 虚 位 移 原 理 中 计 入 其 在 虚 位 移 中 所 做 的 虚 功 即 可 。 
【 例 14.1】 如 图 14.8 所 示 的 曲柄 式 压 榨 机 的 铵 链 B 上 作用 
有 水 平 力 F， 此 力作 用 于 平面 ABC 内 。 若 АВ=ВС, ZABC= 
29， 各 处 摩擦 与 杆 重 均 忽 略 不 计 。 求 图 示 平 衡 位 置 作用 于 C 处 的 
对 物体 的 压榨 力 。 

解 : 取 机 构 ABC 为 研究 对 象 ， 作 用 于 机 构 的 主动 力 有 水 平 力 
F 和 物体 对 机 构 的 反作用 力 P。 给 B 点 一 虚 位 移 drs òro 垂直 于 
AB; C 点 的 虚 位 移 бес 竖 直 向 上 ， 如 图 14.8 所 示 。 由 虚 位 移 原 
理 有 $ 

















Famcos( 于 -0)-Pac=0 A 0) 


由 速度 投影 定理 ，BC 杆 上 任意 两 点 的 速度 在 此 两 点 连 线 的 投 
影 相等 ，B、C 两 点 的 虚 位 移 在 BC 连 线 上 的 投影 世 应 该 相等 ， 由 
图 有 СУ 





图 14.8 ”曲柄 式 压 榨 机 


àrecos[ Z=) -ərseos[20—2 ) 
即 М” Asing 一 Srasin20 s ? -> 
р 07 Əre=28racos0 Л (2) 
将 式 (2) 代 入 (1), 得 1.4 
>. Fàrssin0—2PàƏrscos0=0 
у Әль Е, örs#0, ЖИН 个 


P=Ē tan0 
此 题 也 可 用 坐标 法 求解 。 选 取 坐标 系 如 图 14.8 所 示 , 9 角 为 广义 坐标 , 令 AB= BC= 
I. MUJ B. C 两 点 的 坐标 为 
ZB 一 一 cosg， yc=2lsing 
对 坐标 求 变 分 ， 得 
Gzs 一 Lsin080， бус--2/сов000 
由 虚 位 移 原理 的 解析 表达 式 ， 则 
FàëƏzs— Рдус=0 





=E 
P= 2 tan0 


【 例 14.21 如 图 14.9 所 示 ， 曲 柄 OA 长 为 
ғ, ЖАВ 长 为 :， 杆 重 和 水 平面 、 铵 链 的 摩 
擦 力 均 忽略 不 计 。 当 曲柄 OA 位 于 水 平 位 置 时 ， 
ôn zz 连 杆 AB 与 水 平面 的 夹 角 为 0。 求 在 此 位 置 平 衡 

图 14.9 曲柄 连 杆 机 构 MFE M 和 水 平 力 正 之 间 的 关系 。 


ҰС) 
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ШЕ. гы 


Ж. 取 整 个 系统 为 研究 对 象 ， 系 统 的 约束 为 理想 约束 。 作 用 于 系统 的 主动 力 有 力 偶 M 
HHF, ФИЯ OA 以 逆 时 针 方向 的 虚 位 移 gp， 则 点 A 和 B 的 虚 位 移 分 别 为 ға. ғ. 
如 图 14. 10 所 示 ， 由 虚 位 移 原理 有 

EW: =0, 一 Mip 十 Fare 一 0 (1) 

其 中 

òra =rõp 

连 杆 AB 作 平 面 运 动 ， 且 AB 杆 为 刚性 杆 ，A、B 两 点 的 虚 位 移 在 АВ 连 线 上 的 投影 
应 该 相等 ， 由 图 有 Ərscos0=Ərasin0—rëgsin0 

即 687 一 roptan0 (2) 

将 (2) 代 入 (1)， 得 





一 M89 十 Frsptan0 一 0 





因为 8p 过 0， 解 得 ^ 
М=Еғап, X> 

【 例 14.31 如 图 14. 10(a) 所 示 的 无 重 静 定 多 跨 梁 AF, BA: Е = 2563, Е. = 
30kN, q=5kN/m, M=12kN + т, REE BHARI. 




















85) 650 
(b) 


14. 10 无 重 静 定 多 跨 梁 


解 : 解除 支 座 的 约束 ， 代 之 以 约束 力 Feo HA Fs 看 作 主 动力 。 这 样 ， 梁 的 自由 度 
为 1。 假想 支 座 巨 产生 如 图 所 示 的 虚 位 移 ， 则 在 约束 允许 的 条 件 下 ,各 点 虚 位 移 如 
图 14. 10(b) 所 示 ， 由 虚 位 移 原理 有 

ХӘ, =0, Едзе Ед + F;Əs; “-Ғобза-Мбо--0 

由 图 可 看 出 

дзо 10.5. 4е 1 














дз 一 0， se 8 Br 8 
дз бзб 3.13 939 
se бзрбзе 8 8 64 


代入 虚 功 方程 ， 得 











U Os1 бөз дѕо дф 
Е. = Е, a E Sse fogs M F 
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| 14. 3 自由 度 和 广义 坐标 


确定 一 个 具有 几何 约束 的 质点 系 在 空间 的 位 置 所 需 独立 坐标 的 数目 ， 称 为 质点 系 的 自 
由 数目 ， 简 称 为 自由 度 。 如 图 14. 7 所 示 曲 柄 连 杆 机 构 ， 机 构 简 化 为 销 A 和 滑 块 B 两 个 质 
点 组 成 的 质点 系 。 它 们 受到 的 约束 : 销 A 只 能 以 点 O 为 圆心 ， 以 ”为 半径 作 圆周 运动 ; 滑 
块 B 与 销 A 间 的 距离 保持 为 杆 长 4; 滑 块 B 始 终 沿 滑 道 作 直线 运动 。 这 3 个 约束 用 约束 方 
程 表示 为 




















TATYA=r y 





(ав ха) + (ув—ав)2 =P F 
ys =0 Қ % 
在 二 维 坐标 系 中 上 述 质点 系 有 4 个 直角 坐标 而 只 有 -3 个 约束 方程 ， 所 以 它 只 有 一 个 独 
立 坐 标 ， 即 只 有 一 个 自由 度 。 YY \ k 
一 般 地 说 ， 具 有 个 质点 的 质点 系 ， 如 果 受 到 个 约束 ， 有 ;个 独立 的 约束 方程 ， 则 
在 三 维 直 角 坐 标 系 中 其 自由 度 的 数目 是 w. 
AS 3n—s 
由 于 约束 的 存在 ， 用 以 确定 质点 系 位 置 的 直角 坐标 并 不 是 彼此 独立 的 ， 因此 ， 可 适当 
选用 5 个 独立 参 变量 来 确定 质点 系 的 位 置 。 用 来 确定 质点 系 位 置 的 独立 参 变量 ， 称 为 质点 
系 的 广义 坐标 。 对 于 受 完整 约束 的 质点 系 ， 广 义 坐标 的 数目 等 于 自由 度数 目 。 
如 上 所 示 的 曲柄 连 杆 机 移 ， 只 需 一 个 广义 坐标 便 训 唯一 地 确定 其 位 置 。 选 用 曲柄 与 水 
平 线 的 夹 角 ?来 表示 系统 的 位 置 ， 当 给 定 儿 就 能 唯一 地 确定 整个 系统 的 位 置 时 ， 角 9 即 为 
此 机 构 的 广义 淮 标 。 fà 











| 14. 4 以 广义 坐标 表示 的 质点 系 平衡 条 件 


从 虚 位 移 原理 应 用 的 例子 ， 可 以 总 结 利用 虚 位 移 原理 解决 系统 平衡 问题 的 过 程 。 首 先 
写 出 所 有 主动 力 的 虚 功 的 表达 式 ; 由 于 各 点 的 虚 位 移 不 独立 ,通过 运动 学 关系 或 速度 关 
Ж. 或 位 置 关 系 ， 作 变 分 运算 ,得 出 各 虚 位 移 与 广义 坐标 变 分 的 关系 式 ; 最 后 代入 虚 功 的 
表达 式 ， 得 到 只 含 广义 坐标 变 分 的 等 式 ， 从 而 得 到 主动 力 (包括 平衡 状态 ) 间 的 关系 。 本 节 
根据 上 述 方法 导出 质点 系 平衡 条 件 的 一 般 形式 。 

设 由 nn 个 质点 Mi(k 二 1，2,，…，n) 组 成 的 质点 系 。 质 点 M, WRBA HERES 
考 坐 标 系 的 坐标 矩阵 为 rt 王 (x y zt)"。 质 点 系 在 惯性 参考 坐标 系 的 位 置 由 如 下 坐标 
和 矩阵 确定 














q=(ri ri … D а4-4 
由 于 存在 * 个 独立 的 约 东 方程， 系统 的 广义 坐标 为 8 个 ， 可 以 将 它们 构成 一 个 8 阶 广 
义 坐 标 矩 阵列 阵 w. ШІ 








W=(W w * w) (14-5) 


w 


l 
ШЕ.» әнш 


而 质点 系 的 坐标 矩阵 q 总 可 表示 为 这 些 广义 坐标 的 函数 ， 即 有 








q=—q(w. t) (14-6) 
展开 式 (14-7)， 质 点 Mi К гь 的 坐标 矩阵 与 广义 坐标 矩阵 w 的 关系 可 表示 为 
r,=r,(w, t) (k=l, 2, +, n) (14-7) 
取 等 时 变 分 ， 有 
àr, = > аш (= 1, 2, ++, т (14-8) 


若 作用 在 质点 Me НЕБА ИО АЭ Е, WREX RINRI 
可 表示 为 W = У) Е ән, 则 其 矩阵 形式 为 
k=l 











Зи = УЕ а, 52 (14-9) 
Teal N N 
推导 出 虚 功 表 达 式 为 x Ñ 
ЕТ дп Үз) = 
aW = өр š зы а4-10) 
令 X, 
z wt. rm E ET = 
Ўв ар G = 1, =. 8) (14-11) 





称 其 为 作用 于 系统 所 有 жалау. 义 坐 标 zw 的 广 义 力 H T Өд 的 量 纲 为 功 的 量 纲 ， 
故 广义 力 的 量 纲 取决 于 广义 奸 标 的 量 纲 。 当 tw 为 长 度 时 GQ 为 力 的 量 纲 ， 当 ui 为 角度 
时 ，Q 为 力 偶 的 量 纲 。 yat- 11) 代 入 式 (14- 10%; 系统 的 总 虚 功 可 表示 为 











W= Za, (14-12) 
HRAL SOA BRR- D, 有 
aW = Уат = 0 (14 - 13) 


对 于 完整 约束 系统 ,广义 坐标 的 变 4 分 ju G 一 1，…，6) 相 互 间 为 独立 变量 ， 故 由 上 





式 得 





Q =0 (j=l, =., 0) (14-14) 
此 虚 位 移 原理 又 可 表述 为 具有 双 面 理想 约束 的 质点 系 ， 其 平衡 的 充分 必要 条 件 为 所 有 
关于 广义 坐标 的 广义 力 均 为 零 。 
具体 计算 系统 主动 力 关 于 广义 坐标 的 广义 力 的 计算 方法 如 下 。 
CD 根据 定义 Q = Ув 2а, 写成 分 量 形式 为 ， 
Q. р S, Q, хн D, Q Dri Ет 980 4-15 


дш,’ ди; а 
(2) 由 于 广义 坐标 的 变 分 的 独立 性 ， ЫТ Т 6w:， 令 其 他 广义 坐标 的 变 
分 为 零 ， 系 统 的 元 功 保持 不 变 ， 即 


èW = Dosw = Оди» (14-16) 
由 此 ， 只 要 计算 出 系统 元 功 W. 系统 各 主动 力 关于 广义 坐标 的 广义 力 为 
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ЕДІ шиит 


=W (ші, <= = 
Әр (=l, =s 0) (14-17) 


【 例 14.41 如 图 14. 11 所 示 一 平面 双 摆 ， 摆 长 分 别 为 4 5 1, Н ілі Жж 
mo DAA m 和 ms。 在 摆 端 B 受到 一 水 平 力 F。 试 确定 
广义 力 ， 并 求 系统 平衡 时 ， 双 摆 的 位 形 。 

解 : 建立 图 14.11 所 示 惯 性 参考 坐标 系 。 系 统 有 两 个 
自由 度 ， 选 取 广义 坐标 g уф. 
系统 中 质点 A 和 B 的 坐标 矩阵 分 别 为 

ту (ау у) = (1 ѕіпфр l cosg)" 











т = (2 2) 一 (sinpl 十 lxsingpz Li cosg Hle cosg)" 

作用 在 质点 系 上 的 各 主动 力 在 参考 坐标 系 的 坐标 矩 阵 玉 为 “| 
Fi=(0 mg)", F,=(0 mg)", F, =(F 07 <N 

主动 力 方向 上 的 虚 位 移 有 x 图 14.11 PERE 


` 





ӛу--Пізіпшіде, ` 
drs=licosgi dp + litosg dp 
òy: = — П ѕіпрідфь lsin дф 
现 计算 系统 的 广义 力 。 S ` 
系统 对 于 广义 坐标 w = ө 时 的 广义 为 为 


d Ə ID ~ AX 
Q У, (в а қ, 2и) ғ, ыы 8 














G Әф "Әр ТЕМ др 
= (Есозо —mgsing — m2 28Singi)/) 
同 理 ， 系 统 对 于 户 UEP w» 2 = 时 的 广义 力 为 
MS Q: = (Fesp: =m әң зіп) 7/2 
ТТІ 
由 平 衔 条 件 式 (14 - 14)， 以 上 两 式 均 为 零 ， 从 而 得 到 平衡 位 置 的 位 形 坐 标 为 


@ arctan 














gz = агсїап 


Е 
mi gtm g` таев 


本 章 小 结 





1. 虚 位 移 。 虚 功 。 理 想 约束 

在 某 瞬时 ， 质 点 系 在 约束 所 允许 的 条 件 下 ， 可 能 实现 的 任何 无 限 小 的 位 移 称 为 虚 
位 移 。 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 ， 也 可 以 是 角 位 移 。 

力 下 在 虚 位 移 òr 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 ， 即 6W 一 下 。 6r。 

在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 ， 约束 力 所 做 虚 功 的 和 为 零 ， 则 这 种 约束 称 为 理想 约束 。 

2. 虚 位 移 原理 : 对 于 具有 理想 约束 的 质点 系 ， 在 菜 一 位 置 处 于 平衡 的 必要 和 充分 
条 件 是 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 在 此 位 置 的 任何 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 为 零 ， 又 称 
为 虚 功 原理 。 其 一 般 表 达 形 式 : Уд = ХЕ, • дг, =0. 
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3， 自 由 度 。 广义 坐标 

确定 一 个 具有 几何 约束 的 质点 系 在 空间 的 位 置 所 需 独立 坐标 的 数目 ， 称 为 质点 系 
的 自由 数目 ， 简 称 为 自由 度 。 

用 来 确定 质点 系 位 置 的 独立 参 变 量 ， 称 为 质点 系 的 广义 坐标 。 对 于 受 完 整 约束 的 
质点 系 ， 广 义 坐 标的 数目 等 于 自由 度数 目 。 

4. 虚 位 移 原理 又 一 表述 为 : 具有 双 面 理想 约束 的 质点 系 ， 其 平衡 的 充分 必要 条 件 
为 所 有 关于 广义 坐标 的 广义 力 均 为 零 。 即 质点 系 平衡 条 件 的 一 般 形式 : Qi 一 0。 











思 考 题 


1， 在 应 用 虚 位 移 原理 给 质点 系 以 虚 位 移 时 ， ИП ТІ 
允许 的 无 限 小 的 位 移 ? 
2， 虚 位 移 原 理 是 否 只 适 ТТІ. 
3 虚 位 移 原理 所 建立 的 平衡 条 件 与 静 力学 所 
、“ 建 立 的 平衡 条 件 相 比 较 ， 有 哪些 缺点 和 优点 ? 

а. 如 图 14.312 所 示 的 滑轮 组 ， 不 计 各 滑轮 质 
Жы ш, ВАЧ, ЕТЕ ІЗДІҢ 
: 并 求 此 系统 有 几 个 自由 度 ? 重 物 М, Мі, M, 的 
4 虚 位 移 之 间 有 何 关系 ? 
та 225. 试 分 析 如 图 14.13 所 示 平面 机 构 的 自由 

图 14.12 滑轮 组 度数 。 
6.“ 不 可 律 长 的 绳索 是 理想 约束 ”， 但 在 如 图 14. 14 所 示 的 情况 下 ， 绳 索 穿 过 一 圆 环 ， 
它 对 物体 A 的 约束 力 F+ 不 与 虚 位 移 òr 垂直 ， 力 Fr 的 元 功 不 为 零 ， 这 是 否 说 明 ， 绳 索 不 
是 理想 约束 ? 为什么? 











图 14.13 平面 机 构 图 14.14 不 可 伸 长 的 绳索 


Т. 如 图 14. 15 所 示 为 一 夹 紧 装置 ， 设 征 体内 的 压强 为 p， 活 塞 直径 为 4， 杆 重 忽 略 不 
(20077 
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计 ， 尺 才 如 图 所 示 。 试 求 作 用 在 工件 正 上 的 压力 Fx 
2. 如 图 14. 16 所 示 已 知 差 动 滑轮 的 半径 为 r,、r。， 滑轮 重量 和 轴承 处 的 摩擦 忽略 不 
ЗЕ. КЭР РТО 间 的 关系 。 


























图 14.15 ЖЕБЕ УМ I 8 14.16 差 动 滑轮 
З. 图 14. 17 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 OA ENSHE, BERKAY M, MARN ao 
WR D 上 作用 一 水 平 力 正 。 求 当 机 构 平衡 时 ， 力 下 与 力 偶 矩 M 的 关系 。 
4. 图 14.18 所 示 摇 杆 机 构 ， 位 于 水 平面 内 。 已 知 00.30A=l。 求 在 任意 夹 角 0 处 于 
平衡 时 ， 力 偶 矩 M 和 Ms 的 关系 -> 


H 














14.17 曲柄 连 杆 机 构 Р 14.18 摇 杆 机 构 


5. 一 折 梯 放 在 粗糙 的 水 平地 面 上 ， 如 图 14. 19 所 示 。 设 梯子 与 地 面 间 的 滑动 摩擦 系 
数 为 /， 求 平衡 时 梯子 与 水 平面 所 成 的 最 小 夹 角 e. 

6. 如 图 14. 20 所 示 ， 半 径 为 R 的 矿 子 放 在 粗糙 水 平面 上 ,， 连 杆 AB 的 两 端 分 别 与 轮 
缘 上 的 A 点 和 滑 块 B 铵 接 。 现 磅 子 上 施加 力 偶 ， 滑 块 上 施加 力 五 ， 系 统 于 图 示 位 置 处 于 平 
衡 。 设 力 下 为 已 知 ， 忽 略 滚动 摩擦 ， 滑 块 和 各 铵 链 处 的 摩擦 及 连 杆 AB 与 滑 块 В 的 重量 均 忽 
略 不 计 ， 磋 子 重量 P 为 足够 大 。 求 施加 在 矿 子 上 力 偶 的 矩 M 以 及 矿 子 与 地 面 间 的 摩擦 力 下 o 

т. 图 14. 21 所 示 机 构 中 ， 杆 АВ=ВС=0. 6m， 在 В 处 作用 一 铅 垂 力 P， 大 小 为 200N。 
设 杆 自重 不 计 ， 滑 块 与 水 平面 间 为 光滑 接触 。 求 当 0 一 45 机 构 平衡 时 ， 弹 簧 受 力 的 大 小 。 

8. 机 构 如 图 14. 22 所 示 ，AB 二 BC 二 !，BD 二 BE 一 b， 弹 得 的 刚度 系数 为 &， 当 AC= 
a 时 ， 弹 簧 内 拉力 为 零 。 设 在 C 处 作用 一 水 平 力 F， 机构 处 于 平衡 ， 求 A、C 间 的 距离 >. 
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图 14.21 WAE WA 图 14.22 机构 平衡 


.在 如 图 14. 23 OR -机 构 的 点 D 处 作用 性 水平 力 P, 已 知 АВ-ВС-ЕС-ЕС- 
DE= _EF=, 求 保持 机 构 平衡 的 力 Q 的 值 - 
10. 如 图 М. 4 所 示 ， 构 架 由 匀 质 杆 AC 和 BC 在 C 处 以 光滑 铵 链 铵 接 而 成 。 已 知 杆 
重 P=2kN，GQ=4kN， 村 长 AC=2m，0 一 45"， 求 固定 支 座 B 处 的 约束 力 。 








图 14.23 ”机 构 平衡 力 图 14.24 E 








11. 如 图 14. 25 所 示 为 三 铵 拱 支 架 。C 点 和 点 处 分 别 作 用 有 水 平 力 和 铅 垂 力 Е. 
КЕЕ B 处 的 约束 力 。 

12. 如 图 14. 26 所 示 ， 均 质 杆 AB 长 250， 一 端 靠 在 光滑 的 铅 直 墙壁 上 ， 另 一 端 放 在 固 
定 光滑 曲面 DE 上 。 若 使 该 杆 能 静止 在 铅 垂 平面 的 任意 位 置 ， 曲 面 DE 的 曲线 应 是 怎样 的 
形状 ? 
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ЖИЕ: 虚 位 移 原理 





图 14.25 =g Ш 14.26 УЖ 


13. 多 跨 静 定 梁 如 图 14. 27 所 示 。 梁 上 作用 3 个 铅 直 力 这 3 外 为 的 大 小 分 别 为 Е- 
2kN, F,=6kN, F,=3kN, ЖҰЖА, В, DEHARI, SAS 














2) ві 27 SEBER ы. 


М. 多 跨 静 定 梁 由 .AB、BG、 、CE 构成 ， жа аши 14. 28 所 示 。 已 知 
P=5kN, невере, жеме 06; от. 求 固定 端 A 的 支 座 反 力 。 














图 14.28 多 跨 静 定 梁 
15. 图 14. 29 所 示 的 平面 棉 架 中 ,已 知 AD=DB=6m，CD=3m，P=10kN。 试 用 虚 
位 移 原理 求 杆 З 的 内 力 。 
16. 求 图 14. 30 所 示 梅 架 中 杆 件 1、2 的 内 力 。 





























图 14. 29 ЕТ? 图 14.30 #22 


Ма) 


附录 A ”习题 参 


ақ» 


1 Fr=Fr =1kN 

2 FA=Fs=20.5kN 

3 F,=Pcos0, Fa=P—Fsing 

4 Ес--2000М, Е,--Ең--2010М 
ә 


У = 1303 
Рі 
7 Е. 


6 Ељ=7. 32103 Еһ: = 27. 3203 


Ра 9 

9 Бха5-88.9М, Еқв--25.4М, а=24;1° 
ІР, 

УРІ-ЕР; 

1 Ел=Ев=2003 

2 F = 2 





0 35-- 











3 (a)F,=F;s (b)F,=F;s м 


M, 
21: 


4 F=Mcos20 


_ M 一 /7M 
有 一 ，F 却 /了 7 


6 有一 Fe 王 333. 3N 
M=260N +m 
Fa=467N, 4=4. 59cm 





a 





b £72 
ы h 3q 
20 F,=6.13kN, F,=2.87kN, Е =8. 65kN 


(BEY 


MIRA 习题 参考 答案 





21 
22 
23 


24 
25 


26 
27 
28 


29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 


36 








Ел, =20kN, Ел, =100kN, M.=130kN • m 

P>60kN 

(а) Ел, =2. 12kN, Fa =0.33kN, Fs=4.23kN; (Ел, =0, Fwy=15kN, Fs= 
21kN; (OF:=0, Fa =17kN, M, =33kN • m; (4) Ел, =3kN, Fn = 5kN, 
Ез = —1kN 

Ел=6. 7КМ, Еһ, =6. 73, Е, =13. 5kN 








Еж = Еһ; = 14. 1kN(JR), Ел, =10kN(<—), Ел, =5kN( |), Fe =10kN(>), 
Fo, =5kN( { ) 
/一 lm 


маа) „Ж, 
(а) Fa=10kN, Еу = 4283, Mc=164kN • m; ы 
(b) Ел, =4. 83kN, Fs=17.5kN, Fo=5.33kK 
9 Fa =35kN, Fu—80kN, Fe—25kN, 1 5 N; 
(d) Fe Е. Lr, Е,-Е, л ZFatM, Fo Zr 
Fa =F =120kN, F, = FAN 
Fyra =367kN(hD, Paes PENU), Fyre =358k NG) 
Fa =48. 33kN, Po0GN Fo=8.33kN | W 
М=603№.т ,YX XA 
Fa =—2. 25kN, Еу, =—3kN, Fn SÅN. Fa акч 
Fu =12RÑ5 Ел, =1.5kN, Fs=10. 5kNy Fe =—15kN 
. Бұ = — 20kN, Ехас £F = 33.3М№, Емар = 一 33.3kN, Е = 
































L; 











3KN, Ем = 50kN, Ем = 10kN, Ем = Fyen = Fnr = 0, Емо 
83. 3kN, Ехы; = —16. 67kN, Fxon=—40kN 
(b) Fna = Ем = Ем = 17.3203, Ех = Емы; = Ема = —20kN, Fsag = Ем 
= Ем = Еми; =0 
(а) Fa =—125kN, Еу =53kN, Fu = —87. 5kN 
(b) Fa =30kN, Еу = —12. 5kN, Fx =12. 5kN，FN 王 70kN 





第 3 章 





了 一 0 了 一 6kN，F> 1.414kN, F,,=1.414kN, 
Е,-0. Fy,=Fy,=2. 31kN, Е,,---2.31ЕЧ; 

M,(F)=—43.3N • m, M,(F)=—10N • m, M.(F)=—7.5N *m 
Fx=0. 5kN, FA=0.75kN, Fs=0.433kN 

Fr=1kN, Fm=519.6N, Ев = 692. 8N 


ммм? р ММ, p = Му М 











w) 


l 
Р РИН 


Е;= 7073, Ел, =4003, Ел, =8003, Ел. =500N, Е = —5003, Fa =0 
Еқ-1076.3М. 5 x, y, = 轴 夹 角 分 别 为 139. 787, 121. 4°, 67. 6° 
Mo 一 994. 8N • т, Ніл, y, = 轴 夹 角 分 别 为 55. 7°, 145.77, 90 

8 Fg 二 2V2F, Ыл, y, z С 90°. 457, 45°, Мо-2У2Ға. ұл. y, z 
轴 夹 角 分 别 为 90" 、135 、45” 

9 Ер-ПЕМ, Е,-0, Fa,=—3.6kN, Fa.=14kN 



























































0 a=350mm 
1 Fn=Fn=%, Fr =0 
2 P=207.84N, Fa=183.92N, Fs=423.92N У 
3 Fr=200N, Fa =86.6N, Ел,-150М, Ел. 一 100NY Fa Ps. =0 
4 Ел, = —1003, Ел, = —240№3, Ел. =130№, Е, SNA. 0. Е--130/5м 
5 Fa=4kN, Fa=—1.46kN, F,,=7.9kN, MEn- 2. 88kN 
6 F=—0.15kN, Е,-Еш-0. Fay =—W5kN> Fi =—3. 75kN, Fa =1kN 
7 Fu=F, Fa=—W2F, Еш SP =/2F, Fw=—F 
8 a=arctan 一 此 一 Хх 
паг x 
9 (а) zc=0, yc=153, бейе хі) xc=19. Timms = 39. 74mm 


























20 (а) ze=0, yc —OC 36. Tamms (b) лс 3—23: mm 
21 (a) 0 Э Е. .一 0 
тс . дей тс 2( — 

5(6-Ғ2с) > = =. ВЕ 
2 (9 о Ы МӨ P rey 
23 (a) іс 2.31ст, ус =3. 85cm, zc =—2.8lcm, (b) zc=2.02cm, yc=1.16cm, 

ze=0.72cm 
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1 (а) F.=77.9N; (b) F.=90N; (c) F.=77. 5N 
F.Pr+ f. 
1+f: 
sina — f.cosa 
соѕа+ f.sina 
fE; Е,-201М 
先 倾倒 ; F=1. 5kN 
b= fsa>0. 4а 
P=500N 
F.=26kN, F!=21kN 
b=1lem 


BY 


2 M> 


sinat f..cosa 
cosa f.sina 





<F=<P 


о о ч ооо = 


习题 参考 答案 








20 


21 


b 
"2 
f.=0.176 


Pra =16%6', PuB = Фс =30° 
Е, = Е,228003 

L 
0. 5<1-<0. 559; а<фь 


0= 28. 07° 


"Уа 
Rf.(atb) y 


f.>2— 3 өз K 


sin0— /.соѕ0 sin0+ f.cos0 <S 


соѕ0+ f.sin0 cos0— f.sin0 ; <. 
<S 


nf, >Ë n. 人 (sina 一 各 cos аы 十 cose)jP 


下 mm 一 


P 





ЕР 


`> 
f.Z=R 


nf< Èn, (sina — f.cos У sina+ f.cosa) P. 
滚动 时 Е=0. IKN: 滑动 =0. 4kN Ж 
са i 
Z 52 
АЫ М 
37 —4у=0 
И. Я 
жн s=25ťř | 
=+ = <а<4, 0<у< 
оунан, 27371 (054. 0 s 
s=5sin’t 
+y =25 
(3) Di); 
Ы s=25ť Ж 
1 2 
=-+y (у>0) 
(4) 半 抛物 线 ， 04 | 


зу Іт Fy 


т--200сов Bt 


， 轨 迹 : (55) +(05) =1 





у= 1005іп Ft 

1-0. t=4s, a=10m/s’ 
t=ls, a,=10m/s2, a,=106. сај 
1=15, а, =10т/5, а, =83. Зт/ѕ° 


wm 


l 
E ER 


4 x=40c0s2t, у-50С1--віп2і), (5) (229) =1 











5 对 好， эл0 О у m Н, оа Stil ox 以 m/s 计 ), Ж 


ГА НІ. 0. 0GP аА т НӘ. 二 0.01V64 一 PF( 式 中 以 


-rh vy т/а HD) 








mit), vx =0. 01/5, vy = 














А 一 一 一 一 esin2wt _ 
7 y=esinot-/R°—e cos wt, v «(сози ). 


2 R: Pa 

















8 ВЯ: s=2rot, v=2rw, a,=0, a,=4ro; N 
直角 坐标 法 : z 一 ~(1 十 cos2wt)，y 一 rsin2wt; aS kasa Uy = 2rwcos2wt; 
а= — Ана cos2wt, а,----Аға) sin2wt / 


Beni L NAN 

9 Dr та Hcos2kt), y 2 о. lksin2kt, v, =lkcos2kt; 

(2) x,=lcoskt, v= lksinkt < K 
0 a,=0, а,-10т/%, p= 250 | I 

证 明 略 NA》 x, 

J, N 22 v АХ 

ds do ҰР a 3 Va Xr 
di с. a, de an p > тату т 


ТРИЕ S x 
-| А 
K 


| w 
4 证 明 略 
5 v=600tmm/s, a,=600mm/s2, a,=4800mm/s° 
6 一 2y 一 4z，v 一 2. 24т/5, a,=0. 894m/s2, а,--1. 79m/s2 























2 v 








第 6 章 


200. 2cos4t (P x L mit), v=—0. 4m/s, a= —2.771m/s2 
2 v=706. 5mm/s, a=3327. 6mm/s’ 


a 
3 a= Pi a= R 


xRn а л Rx 
30074“ 900 


5 n,—117r/min 


2077 





4 ww 一 


MRA 习题 参考 答案 





6 v=1680mm/s, аљ =am=0, aap =33000mm/s°, am =13200mm/s? 
7 23=8 
































8 ағаны rsinwt r wthrwcoswt АСА —r о sinwt 

Ф һ-Бғсова” 212 F2hrcosot? 40 (h +r 2hrcosot)° 

= ge 
9 «“ҙр а op 
10 (D а: =S rad/s*; (2) а--592. 2m/s° 

80л з 80x ， 1607 
11 gi’ өзі, а 3 í А 
12 (1) а,=6. 66m/s:; (2) 6 Rd ps K 
№ 
第 7 章 - < 
5% 

їж lhu , K 4 

А x+h y4- 

y <N 5 

2 w 21 е WAX、 x, 


v, =1. 98m/s z K 


2. < 


3 

4 

5 ua eo жЖ- 
Ж 

6 

Т Кө,» ua =оа =/5 Кам, va =3Ræ 














8 Шо-оЧМ, = 8, 向 左 ; 当 yp 一 30" 时 ，v 一 0; 当 e= 60°}, v Br, 向 右 
9 (а) o =1.5rad/s; (b) w=2rad/s 

0 ал=7. 4645т/%° 

1 vp=lm/s, ас =3. 46m/s° 

2=0. 1, y=h—0. 052; 2y=2h—z; 0=0. 1/51, a=0.1V5m/s’ 

ал =0. 746т/ 82 

ам= 35. 56cm/s’ 

ам = 27. 78cm/ s 














Ф m Ф w t 


ac=51m/s° 


7 о- si Ым 20112со50 


8 а,=2. 28/8 
9 (1) ww 一 2m/s; (2) o= m/s; (3) ам = 8. 25т/ 8° 
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l 
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_msinz0 
w= 
Rceos0 


两 铅 垂 位 置 ，vs 二 0. 6m/s; 两 水 平 位 置 : vs 二 0.0603m/s 
w=4rad/s, vo=4m/s 


кі. 


was аюв 1. 73rad/s 


ua =10. 4m/s, осв =1. 73rad/s š 
w=2. rad/s ғ: K 


wog =3. 75rad/s, w=6rad/s 5 
wpe = 0. 5rad/s x 21 
ur=1. 295m/s < 


`. 
0 wp=2rad/s, aa =l6rad/s*, vs= SSK ав=5. 657m/s? 


о о ч о ел > cÇ c 


1 w =F. а= = ри Q< Ñ 
2 vs=2m/s, uc =2. на о , ас=11..31т/ 8 


RA V y „Ж 


3 ve темы” ас s: 


Д XA 7 
4 wl. 33rad 8. Әр--0.4619/в y% 
5 o, brosin(0-- 0) x N 





UM V acos 天 
6 a ыр, а, =/Зай — 2a) ! 
е 2 сын 
ав 9:007» ао, в 722% 
第 9 = 


1 Еу. =714. 44N, Ех. =461. 78N 
Т=4. 125 
3. 584т. 36143 


4 ғ, = 2р 


5 ф-01М, F=2369N, 向 左 ; 
9 一 90 时 ， 下 一 0 
_30 /fe 


6 пак =, r/min 
“$ Ja 


7 N=m(g+a), Œ] F 
BY 


ШТА 习题 参考 答案 





8 N=11.7kN， 铅 垂 向 下 
9 V,,,—246. 3m/s 
fun=3. 15Hz 
h=78.4mm 
Е-17.2М 

t=3. 4s, s=17m 
s=19. ôm, 1=2. 615 


= = = 
ЕГЕТТЕ 


= осо н о 

















6 ë ха ең); y=h + е"); y K 
AN 
ЖӘНЕ. уһ Еа ұн 
POENE: ул Еһ Ez AS 
т; 半径 为 H 
8 0+°sin0=0 
D a= misin20 қ 
% 20ns tm sin?) E 
20 cos0=- E > 
wr 2 
"Q 
қ” 
т 
1 =M 


2 v=w и 
3 Т=1. 24663 
4 f=0.17 
5 
6 





向 左 移动 0. 266m 
向 左 移动 0. 138m 


左 移动 < 
8 ЖЫ 4л2--у!-/2 


9 № = "i 3 


m Tm; 











~ 
Б 











10 р-ҙШУЗ(Рзоя-р/1 
11 0=22. 5т/ѕ 


w 


l 
Be 





12 9(r—2) +y -90(3<л<<2--2,2, 3У2<у<9) 











13 2—= Шы Zh, 2, z(e L sink) + 


14 z= Ming!» 方向 向 左 


i Gacka at 


16 R,=0.1386kN 








еа Ф 


< < 
1 (a) Lo=18kgm°/s; (b) Lo=20kgm° /5; АХ I= l6kgm /s 











| 
2 (1) Ів= [ЈА те т(К+е)? ] * R? ， S (J A—mRe)o--m(R+e) “о 


3 = 102 < š RY 


mri то 
=— а-ы Ç ең 
mri tmr Етар 8 5 ` NA 
м^ N/A 


Ф. / Ъ<27 
9: p Lsin( 3(mi + 3m) 
6 


w=0. 7210, 2 
7 EA ; 
8 утау Emro тутот ro 

w Sm Ет) п AS (mi +m;)r; 


9. а (M—məgr)rR: 
Tir FR +m R 


0 а= деп, p= таз 


1 a= ,= 一 
J R:+ J, J R:+ Jar 

2 Fo =—963, Fo,=32.2N 

3 Jo=1060kg • m° 

4 a=4.6rad/s 


Ра 2[2M— (ms +m:)gR] 
i (4m, +3m; 十 27723 )R 


6 po 一 90mm 
7 ac=1.29m/= 














x 


























8 Fs=ËC7cos0—Acos0,), 0, arccos [ cos, ) 





习题 参考 答案 














20 а ŽE сокр, w 588 sing sing), gı arcsin( Żsingo ) 


аР Гот +m)g 








21 т. 
m + s 
wwr  —2u мар 
22 t= 3fg | v 3 
_ 3bh _bB+hk? 
23 ал= EC PA. Fa 一 jm 
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1 o=/2gl(sina—fcosa), s i os 
х 


m(R—r)° ф? 








а 





| 2 [M 
ғ ҒА 2т--9ті 


2 -.М,-10М, 
& 650тіғі 


3 - m(R+r)g 
E€ MFR) +т(К+ғ)° 


4 T,=5.1kN, T;=2.55kN 
5 Pu 一 6.75kW 
6 
7 


cm: сті 
B gm bW m Gm уу" ж-«і kh), ma Cm Fm) 




















МЕ» 


l 
Р РИИ 





19 
20 


21 


22 


23 


24 


26 


8 
9 
10 


11 
12 
13 


14 


u= ТЕГЕ N= Bmg 











略 
J (Sm i +6m; ) gsina (Әті--бт» ) gcosa 
2 Ст ЕЗтг)1 ° 2(ті--3т 21 














2m2g 2m1g N 20т Tm:)g T mmg 
6175 Gm F2m.)' ° r: Gm +2m;) ' 4: 3m +2m: ` 3m, +2m; 


4 g ? 64 
отеу" Мт (отеу) 























Ви) 3и, 4 
1 6—31 cos; 12; N 
Na 一 人 mgcosg(sing 一 全 , N= "asawa 6452 )] 
msina— mı И Зт (2m +m )sina R + 
2т-ті в» 2(2т--т) SN SF、 







mig (mi т) 
m +Hmsin’a 


тэвіп2а 
r а 
2 (mi ms sinta) 











а 


N=11.8N , А — 
=3. 28rad/s 2; /az 一 3. 58rad/s* 
асам 
` 
N=mg— mea cOswts wmx 
N=2Q+ PH Rew сочи 


М№, = — mew sinwt, Ny=(M+m)g “-тео/ соѕо 
M=mgesinwt Tmew hsinwt 














3 1 
a= 3978, XA 一 0， YA 一 二 Mg 
a 一 29. 9rad/s:, Xa=—179N, Ya=266N 
а--4Әст/в? 
а--69. 8m/s’ 
3h 2 
Xo= (Wl1)F, а-ы 
XA=19. 7N, Әбен Хь= — 18.93, Zs=32.9N 
РКа ІР. R, a 
Xa g ' YA zte) Ме 


ас = т= Тнв 


(BH 


MRA 习题 参考 答案 





15 M= Br От + 2т» ) gr—mr ow 1. 











УЗ mra, Yo (mi Tm. ) g Оту +2m2) 


.—=FRg(Rcos0—r) > 
16 т 2P (0 FR t 


Xo 
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M= Fatan20 
M,=2M, 
5 9 一 arctan T 


6 M=2RF; F.=F 
7 下 一 100N 





0 x> N, Ys=5kN 


2 MADEN: 2-01 

3 NA=1kN, № =10. 5kN, Np= —0. 5ЕҸ 

4 XA=0, YA=3kN, тл---4ЕМет 
F,=10kN 

-2У3 
3 P 








6 R= , F,=0 


wm 


附录 B 主要 符号 表 





a, 法 向 加 速度 
加 速度 
相对 加 速度 
牵连 加 速度 
ас 科 氏 加 速度 
面积 ， 自 由 振动 振幅 


























F. 静 滑 动 摩擦 力 
Еу 法 向 约束 力 
F. 牵连 惯性 力 
Ес 科 氏 惯性 力 
五 ”惯性 力 
g 重力 加 速度 
h PE 4 
i 工 轴 的 基 矢 量 一 
25% ӨЗ 
j у 轴 的 基 矢 量 
刚体 对 = 轴 的 转动 惯量 


c 刚体 对 质心 的 转动 惯量 








L 拉 格 朗 日 函数 

Lo 刚体 对 点 O 的 动量 矩 
Le 刚体 对 质心 的 动量 矩 
Mo(F) J FXO 的 矩 
M, 惯性 力 的 主 矩 

n 质点 数目 

O 〇 ”参考 坐标 系 的 原点 


(2250077 











I 
j 
J: 
J 刚体 对 x，y 轴 的 转动 惯量 
J 
k 
k 


в 


动量 
重量 ,功率 
载荷 集 度 ， 广 义 坐 标 
广义 力 

半径 

кв 

点 0 的 矢 径 - 





， 质心 的 矢 径 人 


科 氏 惯性 力 
JP hi 
时 间 
动能 ， 周 其 
速度 


у. х 直角 坐标 


角 加 速度 
角度 坐标 
滚 阻 系数 ， 阻 尼 系 数 
变 分 符号 


角度 坐标 
固有 角 频 率 
角速度 

绝对 角速度 


: ”相对 角速度 
с 牵连 角速度 


Ë £ FEP SHED DYI NSSR k gJ Fe ege 
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